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108. Iber modulate ’erbiinde, welche die Hntergruppen
einer endlichen abelschen Gruppe bilden. L

Von Eizi IB.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Hokkaido Universitt, Sapporo.

(Comm. by T. TKC, .L., Nov. 12, 1943.)

A11e Untergruppen einer Gruppe bilden bezfiglich ihrer Vereinig-
ung und Durchschnittbildung einen Verband, dessen charakteristischen
Merkmale schwer zu finden sind. In der vorliegenden Note will ich
die Definition eines Verbandes ohne Anlehnung an den Gruppenbegriff
vornehmen und besttigen, dass es mit mehreren Merkmalen des Ver-
bandes aller Untergruppen einer endlichen abelschen Gruppe versehen
ist.

Ein Element a aus einem Verband heisst neutral, wenn fiir
zwei Elemente x, y aus stets die beiden Relationen

a u) (x 5) (a J x) (- (a J y), a (- (x y) (a - x) J (a ’ y)

bestehen. Wenn Einselement e und Nullelement n besitzt, so heissen
diese uneigentlich neutral und alle anderen neutralen Elemente eigent-
lich neutral. Nimmt man zwei Elemente b, c aus mit b c, so
bilden alle Elemente zwischen b undc einen Teilverband von . Dieser

heisst nach Ore Quotient von und werde mit dem Symbol c-C-be-
b

zeichnet. Wir wollen einen modularen Verband pr/m4r nennen,
wenn jeder Quotient von eine Kette oder ein Verband mit keinem
eigentlichen neutralen Element ist. Der Verband der Untergruppen
einer beliebigen kommutativen p-Gruppe Gist ein Exemplar dafiir. In
der Tat sei G nicht zyklisch und H ihre beliebige echte Untergruppe.
Wenn H nicht zyklisch ist, wihle man ein beliebiges Element aus G,
das zu H nicht gehSrt. Wenn H zyklisch ist, sei es ferner noch der
Bedingung, {a} nicht H enthilt, unterworfen. Jedenfalls gilt dann
{a} (-H< H, {a} (- H <: {a}, und {a} -H= {a} mit > 1. Wihlt
man nun ein Element b aus. H derart, dass b nicht zu {a} -H ge-
hSrt, so gilt ({a} H)J({ab} (-H)=(a, b}, ({a}_{ab})H=
{a, b}. Also ist H nicht neutral. Ein Verband soll ferner halbprimdr
heissen, wenn es direkte Vereinigung endlich vieler primiren Verbinde
ist. Jeder Quotient eines halbprimiren Verbandes ist offenbar halb-
primir, und dergleichen gilt auch fiir das duale isomorphe Bild. Der
Verband der Untergruppen einer endlichen abelschen Gruppe ist nun
stets halbprimir, da es direkte Vereinigung der Verbinde der Unter-
gruppen von ihren Sylowschen Gruppen ist.1) Ein halbprimirer oder
primirer Verband endlicher Dimension soll im folgenden mit H- bzw.
P- Verband bezeichnet werden. Zuerst ist zu bemerken, dass jede

1) Der halbprimire Verband endlicher Dimension ist doch nicht im Stande, den
Verband der Untergruppen einer abelschen Gruppe vollstSindig zu charakterisieren.
Denn jener Verband ist nicht immer zu sich selbst dual isomorph.
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Kette und jeder komplementre modulare Verband endlicher Dimension
stets halbprim/ir sind. Sei n/imlich eine proje.ive Geometrie, so sind
zwei Atomelemente z und y stets perspektiv (d. h. besitzen ein gemein-
sames Komplement). Ist x <:: a, y <Z a, und z ein gemeinsames Kom-
plement von x, y, so wird x (z - a)= a, y

_
(z - a)= a, x (z - a)

=n, y (z a)=n. Also sind und y perspektiv im Quotienten __a
n

und dieser ist folglich frei yon eigentlichen neutralen Elementen.

Jeder Quotient .a heisse D-Hille von . Wenn eine D-Hiille a
n

von eine Kette ist, so heisse sie eine Kette in . Wenn sie iiber-
dies maximal, d. h. nicht in einer anderen Kette in enthalten ist, so
heisst sie eine maximale Kette in mit a als ihr Einselement.

Satz 1. Jedes Element aus einem H- Verband ist darstbar
als Vereinigung endlich vieler Elemente aus mazimalen Ketten in

Wir beweisen den Satz fiir das Element einer primiren Komponen-
ten von durch Induktion beziglich seiner Dimension. Jedes Atomele-
ment ist natiirlich in einer maximalen Kette enthalten. Ist die D-
Hille __a keine Kette, so existieren mindestens zwei verschiedene untere

n

Nachbar b und c yon a. (sonst wire a nicht primer). Da der Satz
n

fiir b und c nach Induktionsannahme" gilt, so gilt es auch fiir a.
Jedes irreduzible Element ist also ein Element aus einer maxi-

malen Kette und umgekehrt. Ist eine direkte Vereinigung von
und , so gilt a (a e) (a e.), wo e, e Einselemente yon ,

sind. Jede Kette eines H- Verbandes liegt also in einer seiner
primren Komponenten. In einem H- Verband werde die Gesamtheit
derjenigen Elemente, welche als Vereinigung der irreduziblen Elemente
von Dimension hSchstens darstellbar sind, -te Ableitung yon ge-
nannt, und werde mit bezeichnet. Spezielt sei =n. Ist, =, so wird n die Stufe yon genannt. Das einzige Ele-
ment hSchster Dimension in sei e.

Satz 2. is ein Ideal in .
Beweis durch Induktion nach . Es braucht beim Fall r= ntr

zu zeigen, dass eine Kette der Dimension 2 nicht in enthalten ist.
e a a a sei mit den Atomelementen a unverkiirzbar dar-
gestellt, und b ein irreduzibles Element der Dimension 2. Ist der untere
Nachbar von b das Atomelement a, so erhilt man
b= mit A,=a a_ a,/ a. Dann wiirde die Dimension
von e gleichzeitig und //1 sein, was der Modularitt yon wider-
spricht. Wenn keines unter a der untere Nachbar von b ist, so gibt
es unter A,, s= 1, 2, mindestens ein solches, fiir welches A
A b=n gilt, was wieder einen Widerspruch ergibt. Beim Fall 1

geniigt es nur zu beweisen, dass ene Kette z__ von Dimension +1
n

nicht in enthalten ist. Es ist x e- z und
(-1) (-1) (-D
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ist dann nach Induktionsan.nahme eine Kette der Dimension 2 in e
e(_l)

()Da andererseits -; die erste Ableitung von ----V st, so kann e

das Element x nicht enthalten, w.z.b.w.
e()Aus dem obigen Satz folgt nun, dass der Quotient 7ivein kom-

plementrer modularer Verband ist. Man ordne jedem Element a aus

das Element a() (a d)) J e(-) in zu. Das System, das
(i-1)

wir Reprdsentantensystem von a nennen wollen, bestimmt nun das
urspriingliche Element a eindeutig. Ist nimlich a()-b(), i= 1, 2, n,
so wird a(’=b()=a

_
e(-)=b

_
e(’-) und sukzessiv erhilt man die

Relation a e-) b
_

e(i-1) aus a e) b
_

e( wegen (a
_

e(-1))
e()= (b e(-)) e(), (a e(-)) e() (b e(-) e(. Man erhilt
somit schliesslich a-b. Bezeichnet man ferner mit r(a) die Dimension

von a(’ in
e(_),

so wird Dim (a e()) r(a)+Dim (a e(-)), und

folglich Dim a---r(a). Setzt man ferner r.(e) r, so wird das Sys-

tem (r, r,., ..., r,,) Invariant yon genannt.
Ist ein Element a in der Gestalt a=a a2 J--. J a., mit den

irreduziblen a unabhingig dargestellt, (d. h. mit den Relationen (al
a,_
_

a,+
_

a,,) a=n, s- 1, 2, n), so wird das System (a,
a) eine Basis yon a genannt.
Satz 3. Sei das System (a,.c,., a.,,) eine Basis des Einselements

e yon 3 und a, a, a,, di’enigen unter den Basiskomponenten, deren
Dimensionen nicht kleiner als sind. a_e(-), i=1,2, m wird

e
a2
() .() eine Basis yondann eine Basis yon e(;_) und a(), _,

mit m--. Die Anzahl der Basiskomponenten gleicher Dimension ist
folglich invariant gegenitber der Wahl der Basis.

()Zuerst bestitigen wir, dass a), i= 1, 2, m in
e.(_

unabhingig

sind. Man bezeichne mit b das in -a-i- enthaltene Element der Dimen-

sion , und setze B,=b j b,_ b,+---
_

b,. Wire a() a()

-() () () Wegen der---,_,/.-._,,, so wfirde B, vb, gB,ve

Relationen B, b, , b, und B,j e-) e,- wiirde dann
B n B. B. m e(- n

e(-l)
isomorph zu einer D-Hiille von sein. Da es aber nach Satz

2 keine Kette der Dimension in e(-) gibt, so sind - in un-

abhingig. Da hiermit Dim e(_--- > m, Dim e=]m

_
Dim

gilt, so hat man Dim =r=m. Da ferner Dim e -]m=
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JDim a
_

e(-1) gilt, so sind a u) e-D, i= 1, 2, m in e
e(V-1) (-1)

unabhng[g.
Satz 4. Wenn das Eiement eines P- Verban eine B

t, und wenn d Dimonen ihrer Kompnn smh nht
klner a nd, so tje mie Ket in mindes v -ter
Dimon.

Ist r, so sind die Dimensionen aller Komponenn a, i=1,2,
V(+I)

s der Basis des Quotienten
e(_)

gleieh 2. G eine maximale

Ket der Dimension mit ), in , so wfirde die 1-dimensionale
n

maximale Kette b e(- e(+

e(._;
in -e(:) enthalten sein. Im Fall s=2 sei

e(+l) e(+l)
-alua, a=e-. Die erste Ableitung von ed=i; hat nun

die Dimension 2. Dann gibt es mindesns einen oren Nachbar c
von b, der vom Einselement der Ableitung verschien ist. Es gl
nun c=b d mit einem Element d aus der ersten Ableitung, was ar
einen Widerspruch ergibt. Im Fall s 2 weist man durch Induktion

g(+l)
nach s. Ist nmlich A a, mit A a .-. a._, so ist

(-1)
b nach Induktionsannahme nicht in A enthaln. Folglich gilt bA
=e(-D, b a=d-D. Setzt man ferner (b a) A=d, so wird
Dim d 1 in zug auf e(-, und b a=d a wegen der Relationen

Dim-: 2s, Dim A 2(s- 1), Dim (b a} 3. Ferner bt es nach

Induktionsannahme eine Kette c der Dimension 2 in A, die das
e(-l)

Element d enthilt. Der Quotient c a8 htte nun die Basis c, a8 und

die 1-dimensionale maximale Kette b
d_,,

was aber nicht der Fall ist.

Satz 5. Jedes Element aus einem H- Verband hat eine Basis.
Man braucht es zu besttigen nur fiir das Einselement e einer

primiren Komponenten ![ des Verbandes. Sei al das Einselement einer
maximalen Kette ia mit hSchster Dimension, so gibt es eine andere

mit __a__ unabh/ingige maximale Kette -. Denn es gibt mindestens

zwei Atomelemente in . Mit al, a, a wihle man sukzessiv a+l

derart, dass die Kette ar+l mit al t_) bz t. a unabh/ingig und yon
n

h6chster Dimeasion ist. Dass man wirklich im Fall

_a e eine solche maximale Kette a+ wihlen kann, beweist
n

man folgendermassen.

Sei b_ eine maximale Kette in , die in A nieht enthalten ist,
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und A b/ d/ ::> n. e. sei ferner eine maximale Kette hSch-
n

ster Dimension in A, die d/ enthilt. Dann wird e+ :> d+. Denn,
wire e+=d,+, so wiirde Dim e/ Dimd+ <: Dimb/ wegen b/
d/. Da ferner Dima Dimb/ ist, so wird nach Satz 4 Dima
Dime/ :> Dim a. /=Dim e/ gesetzt, gibt es dann ein a unter a,
i= 1, 2,... derart, dass Dima/, Dima/ <=/. Da Dima :>/,
i= 1, 2, p ist, so gilt nach Satz 4 (a a2 a) e+l=n. Das

Atomelement g in d/_____ ist dann nicht in a a2_/--" a enthalten
n

und folglich (a _., a2 a,) ,’ b,,+=n mit Dim b/ /, was aber

der Relation Dim a+/ widerspricht, c/ sei nun der in b_/_ ent-
n

haltene obere Nachbar von d/. Dann wird _e/ c/ keine Kette.
n

e,,+,c, hat somit ein von g verschiedenes Atomelement h und
n

h e/=c,,/, e+ ist in A nicht enthalten. Es ist also notweadig
h ,, A,,= n. Die das Element h enthaltende maximale Kette in dient
also zur +1 -ten Basiskomponenten a/.


