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5. Bemerkungen fiber die p-wertigen Funktionen.

Von Tokunosuke YOSIDA.
Marineingenieurschule.

(Comm. by S. KAKY,, M.L., Jan. 12, 1944.)

Herr L. Bieberbach hat den folgenden Satz bewiesen"

w(z)=z+ a___ + az" a___Cz +...

sei in zl 1 schlicht und regulgtr bis auf den im unendlich fernen
gelegenen einfachen Pol. Dann ist

In der folgenden Zeilen wollen wir zun/ichst diesen Satz etwas
erweitern und mit Hilfe des erweiterten Satzes einige Eigenschaften der
p-wertigen Funktionen untersuchten. Die p-wertige Funktion ist die,
welche keinen Wert mehr als p-mal annimmt.

Satz 1. w z) z+ao+ a___ +
z

_
+ +a. a___ +

sei in zl 1 regul4r bis auf den im unendlich fernen gelegenen ein-

fachen Pol und (w(z)) in ]zl > 1 p-wertig. Dann ist

--1

Beweis. Es sei r > 1, und R so gross dass das Bild CR auf der
w-Ebene des Kreises ]z I=R durch die Funktion w=w(z) einfach ist
und das Bild von dem Kreis zl=r durch dieselbe Funktion vSllig im
Innen enth/ilt. Der Kreis zl 1 wird auf der Riemannsche F1/iche
W abgebildet.

Es sei A(R) der F1/icheninhalt des von C umgeschlossene F1/ichen-
stiickes B(R) auf der w-Ebene und A(r, R) der F1/icheninhalt des Bild
B(r, R) auf W von dem Kreisring r <lzl < R.

Da (w(z)) p-wertig ist, so ist die Anzahl der Wurzeln in
r < zl < R yon der Gleichung

" )=o
nicht grSsser als p fiir beliebige a. Wenn damit die Anzahl der iiber
a liegenden Punkte auf B(r,R) k ist, so liegen keine Punkte yon

B(r, R) iiber die mindestens (k- 1) Punkte aus ae
Daher ist

1) L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, (1927).
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=(R
_

iai 2]a!

ist, so ist (r- lal 21al )7.2 T4

ist.

Grenziibergang zu r--)1 lehrt, dass

und nach dem Satz 1

Folglich ist, nach der Ungleichung von Schwarz

n-1 IZ
Es sei zllz.l > so ist

a+ 2p.
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Beweis. Es sei f(z)=(w(z-’))--i;=z/ c..+,..+ c__ +... gesetzt, so
Z Zn

ist c= a+_, und nach dem Satz 1 n]c,, 1. Damit erhilt

man a,] 2p.
Diese Schranke kann nicht verssert werden.

Satz 4. w(z)= z +a/z++ +a,z"+
sei in zl 1 regular und p-wertig. Dann ist

f(z) ((z))- z+ ,.z +... +z +...
1in zl < v/-

schlicht und regular.

-1

Beweis. Es sei g(z)= (f(z-)) =Z+Co+ c__ +..., so ist nach dem

1Satz 2 g(z) in zl > V/ schlicht. Folglich ist f(z) in zl < /----
schlicht und regul/ir.

Iz] 1
(1+-Izl) V- (l+lzl)"

Da w(z)= (f(z)) in z <: 1 p-wertig, f(z) in z <: schlicht und

1 ffir Izl= 1Iw(z) -If(z) > 4V-- V-
ist, so ist

Anderseits ist

11 ffir 1> zl> v/----If(z) > 4K---

1 1 Izl 1
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Damit ist ffir 1)> zl )>

1 1 ]zl
ave- > ).-/- (l/]zl

Folglich schliesst man fiir [z[ 1

w(z)])( 1 )p [z[

Nimmt mit dem von Herrn K. Joh und Y. Fukusima bewiesene
Satzx> zusammen, haben wir die Ungleichung

( 1 ) lzl < [w(z)l < 16V/ (l+lzlf (1_ z i),

1) K. Joh and Y. Fukusima, Proc. Phys.-Math. Soc. Jap. 25 (1943).


