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93. La structure des fonctions projectives, I.

Par Motokiti KONDO.
L’institut mathmatique, l’universit impriale de Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., July 12, 1944.)

Parmi le domaine des fonctions dfinies effectivement, il y a
diverses classes de celles-ci, mais une de celles trs importantes est la
classe des fonctions projectives et au point de rue de MM. C. Kura-
towski et A. Tarski, toutes les fonctions dfinies individuellement
appartiennent cette classe. Donc, la recherche des fonctions de cette
classe est plus haut desire et le but de cette note est de donner
quelques proprits de celles-ci.

1o D’aprs la dfinition de M.N. Lusin), on dit qu’une fonction
est projective quand son image gomtrique est projective. Or, pour
envisager la relation pareille entre les fonctions projectives et les
ensembles projectifs, il n’est pas utile et doric nous les dfinirons en
quelque autre forme par l’induction mathmatique. Soit R un espace
mtrique, complet et sparable. On dit alors qu’une fonction F(x)
dfinie sur R est projective de la classe A1 (ou bien C) quand il existe
une fonction F(x, y) de Baire dfinie sur l’espace produit R /, off I
dsigne l’ensemble de tout les nombres rels, et qui remplit la condition

(*) born sup. F(x, y)= F() (ou bien born inf. F(x, y)= F(x)),
et qu’une fonction est projective de la classe B, quand elle est de la
classe A et C en mme temps. Nous supposons maintenant que les
fonctions projectives de la classes A, B et C (k=l, 2, ..., n) soient
dj dfinies. On dit alors qu’une fonction F(x) dfinie sur R est
projective de la classe A/ (ou bien C+) quand il existe une fonction
F(, y) de la classe C (ou bien de la classe A) dfinie sur R I et
remplit la condition (*), et enfin qu’une fonction est projective de la classe
B+ quand elle est de la classe A+ et C/ en ,mme temps. La
famille des fonctions ainsi dfinies coincide prcisment avec celle des
fonctions projectives au sens de M.N. Lusin comme nous verrons tard.

2. Le problme pos d’abord est la caractrisation des fonctions
de ces classes. Nous avons pour ce problme le

Thorme 1. Pour qu’une fonction F(x) dfinie sur R, of R
dsigne un espace mdtrique, complet et sparable, est projective de la
classe A ou bien B. ou bien C., il faut et il suffit que les ensembles

sont pour tous les nombres rels r projectifs de la classe A ou bien B
ou bien C. respectivement.

Thorme 2. Pour qu’une fonction F(x) ddfinie sur R est pro-
jective de la classe B., il faut et il sut que les ensembles

1) N. Lusin, Le.cons sur les ensembles analytiques. Paris, 1930.
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sont pour tous les hombres rels r et s projectifs de la classe B,.
D’aprs ces deux th(ormes, nous pouvons voir sans peine que les

fonctions projectives notre sens coincident avec celles au sens de
M.N. Lusin. Et de plus, nous avons le

Corollaire 1. Pour qu’une fonction F(x) ddfinie sur R est projective
de la classe B,, il faut et il suffit que son image gdomdtrique soit
projectif de la classe B.

Encore, en verte de la propri& des ensembles projectifs, nous
avons le

Corollaire 2. Quand une suite convergente des fonctions projectives
de la classe A, ou bien B, ou bien C, est donnde, la limite de cette
suite appartient aussi 4 la mdme classe.

3. Or, pour la composition des fonctions projectives, nous pouvons
voir le

Thorme 3. Soient G(t, t2, ..., t) une fonction continue des
variables t, t2, ...,t, telle qu’elle soit monotone croissante pour chaque
variable ta quand les (m-l) variables restds sont fixes, R un espace
mdtrique complet et sdparable, et F(x) (/=1,2, ..., m) les fonctions
projectives de la classe A (ou bien C,) et ddfinies sur R. Alors,
la fonction G(F1, F2, ..., F) compose est aussi projective de la classe
A, (ou bien C,).

Dmonstration. Pour simplifier l’exposition de la dmonstration,
nous considrons ici le cas off m=2, mais cette restriction ne perd la
pattie essentielle de la dmonstration. Nous prenons l’espace produit
Ro=R x T T2, off T (i=1, 2) sont les ensembles de tous les nombres
rels, et nous dsignons par / l’image gom&rique de F(x) contenu
dans l’espace produit R x T. Nous avons alors pour un nombre rel r

(1) Uns(G(Fl(x),F2(x)) ’)----PrOjR(/’I T2)( T2)(R N),

off N=Ens (G(t, t) r). iaintenant, nous considrons l’ensemble
(/’ix T)(F. T)(RxN). Nous donnons ici pour un nombre naturel
m les rectangulaires Q (i,j= -m, -re+l, ..., 0, 1, ..., m-2, m-l)
tels qu’on ait i/m (t) (i+ 1)/m et jim ,(t) g (j+ 1)/m et Q
(i,j= -m, -re+l, ..., 0,1, ..., m-2, m-l) tels qu’on ait i/m (t)
et jim ,(t), off ,(t)=t/(l+l t 1). Et, nous dirons que Q est normal
quand nous avons Q N 0. Nous avons alors les suivants.

(a) Quand ( est normal, nous avons pour tout point (t,t)

de Q
__<

off (N) dsigne l’image de N par la transformation t--(t) et t=(t).
En effet, quand ( est normal, il existe un point p0=(t, t) de

QN. Or, pour un point (t, t) de (, nous pouvons choisir Qa tel

qu’on ait (t, t)e Q (. Nous avons alors i g k, j g I et i/m

_
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(t) (i/ 1)/m, jim (t) (j+ I)/m, d’o Q contient au moins un
point de N. Quand nous le dsignons par (i, ), nous aeons

dis((,(t),,(t)),,(N)) dis ((,(t), ,(t)), (,(), ,())) (,(Q,)) 2/m,

c’est ce que nous demandons. C.Q.F.D.
(b) Pour un point (h, t) de N, il existe un rectangulaire normal

Q tel qu’on ait (t, t) e Q.
En effet, (t t)eN entraine l’existence d’un rectangulaire Q qui

contient (h,t) et Q est contenu dens un rectangulaire normal Q,
d’o (t, t) e Q.

Maintenant, nous posons pour les nombres naturels i,j et m

Or, comme les fonctions F(x) (i=l, 2) sont projectives de la classe A
(on bien C.), les ensembles Ens ((N())-)
et par suite R sont projectifs de la classe A (ou bien C.). Done,
la somme

off la sommation etend sur tous les rectangulaires normals Q, est
aussi projectif de la classe A (ou bien C). Cependant, nous pouvons
voir l’gMit

(2) ProjR g S()=Proj (5 x T)(5 x Z)(R x N).

En effet, pour un point x0e PrOjR H S(), il existe un point (t, t) tel

qu’on ait (x, t, t) e H S(). Nous aeons clots (x, t, t) e S() et done
ml

il existe un rectanlaire normal Q tel qu’on air (x, t,
et de plus x e..). Par consequent, nous aeons ,(F(x)) => i/m et

,(F(x)) j/m, d’ofi (F(x), F(x))e et done en verte de (a)

Or, puisque V(t, t) t continue, Y est fermd et par suite (F(x), F(x))
appartient N. Done, (x, F(x), F(x)) appartient (I T)( x T)
(R x N) et nous aeons x e ProjR ([ x T)( x T)(R x N).

Inversement, x appartient le cbt droit de (2), il existe un point
(t, t) tel qu’on ait (x, t, ) e (F x T) (F x T) (R x N), d’ofi nous aeons
t=F(x) (i= 1, 2) et done (F(x), F(x))=(t, t)e N. Done, d’aprs (b),
il existe pour tout nombre naturel m un rectangulaire normal Q qui
contient (F(x), F(x)) et done (F(x)) i/m et (F(x)) j/m, d’ofl
x e ..(). Nous aeons alors (x, F(x), F(x)) e c)..i x es S() et par
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suite xe ProjR H S(). Par consequent, nous avons l’galit (2)et d’ofi
ml

d’aprs (1)

(3) Projz ]- S’--Ens (G(F(x), F(x)) r)
Puis, nous considSrons la structure du cSt gauche de (3). Comme

(m)S(’) contient un hombre fini de terme --i x Q et done nous avons
une suite finie

E),E,, ) (m 2,

m
de ces refines, d’oh S()=(’) Maintenant, nous dfinirons un

systme (E. a} (k, n=l, 2, ...) de Souslin comme il suit"

1) quand il existe dans les chiffres n, n, ..., n un tel qu’on air
n, nous nosons E. =0,

2) quand nous avons n (i= 1, 2, ..., k), nous posons E,.
Proj (1) :(2)

Nous avons alors

]-I En,. =ProjR lI S(4)
(, )- =

Or, s’il existe un chiffre n qui est suprieure que , nous avons
E,.n =0 et donc d’aprs un thorme de M.W. Sierpifiski), nous

avons

nu k---1 k=l (n,n k)

Ici, les ensembles E,. sont projectifs de la classe A (ou bien C)
suite d’aprSs (3), (4) et (5) Ens (e(F(x), F(x))> r) est de laet par

mme classe, d’ofi d’aprs le thorme 1 la fonction (F(x), F(x))
est projective de la classe A (ou bien C). C.Q.F.D.

Corollaire. Soient G(t, t, ..., t) une fonction de Baire des variables
t, t, ..., t) telle qu’elle soit monotone croissante pour chaque variable
quand les (m-l)variables restds sont fixds, F(x) (k=1,2, ...,m) les
fonctions projectives de la classe A (ou bien C.) et ddfinies sur un
espace mtrique R complet et sdparable. La fonction composde

G(F(x),F(x), ...,F(x)) est alors projective de la classe A (ou bien
C).

Thorme 4. Soient G(ti, t, ...,t,) une fonction de Baire des
variables t, t, ..., t,, F(x) (k= 1, 2, ..., m) les fonctions projectives de
la classe B,, et dgfinies sur un espace mtrique R complet et sparable.
La fonction compose G (F(x), F(x),..., F,(x)) est aussi projective de
la classe B.

Dmonstration. De mme que la dmonstration du thorme
precedent, en supposant que m=2, nous prenons l’espace produit

1) C.R. de Varsovie, 22 (1929), p. 155-159.
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Ro=R T T, o T (i=1, 2) sont les ensembles de tous les nombres
rels, et nous dsignons par F l’image gomtrique de F(x) contenue
dens l’espace produit R T. Nous avons alors pour deux nombres
rels r et s tels qu’on air r r

o N=Ens (r G(t, t) s). Or, comme les fonctions F(x) (i= 1, 2)
sont projectives de la classe B., d’aprs le corollaire 1 du thorme 2
les images gomtriques F sont projectifs de la classe B, et en autre
part N est mesurable (B), d’ofi (F T)(F T)(R N) est projectif

de la classe B. Done, Ens (r G (F(x), F(x)) s) est d’aprs (6)
de la classe A. De mme, Ens(r<:G(F(x),F2(x))) etprojectif

Ens (G (F(x), F2(x)) < s) sont projectifs de la classe A. Done,

Ens (r G(F(x),F2(x)) s) est projectif de la classe B et par suite

d’aprs le thorme 2, G(F(x), F2(x)) est projective de la classe B.
C.Q.F.D.


