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93. La structure des fonctions projectives, 1.

Par Motokiti KoNDO.
L’institut mathématique, 'université impériale de Kyusyu, Fukuoka.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., July 12, 1944)

Parmi le domaine des fonctions définies effectivement, il y a
diverses classes de celles-ci, mais une de celles trés importantes est la
classe des fonctions projectives et au point de vue de MM. C. Kura-
towski et A. Tarski, toutes les fonctions définies individuellement
appartiennent 3 cette classe. Done, la recherche des fonctions de cette
classe est plus haut desirée et le but de cette note est de donner
quelques propriétés de celles-ci.

1. D’aprés la définition de M.N. Lusin?, on dit qu’une fonction
est projective quand son image géométrique est projective. Or, pour
envisager la relation pareille entre les fonctions projectives et les
ensembles projectifs, il n’est pas utile et donc nous les définirons en
quelque autre forme par l'induction mathématique. Soit B un espace
métrique, complet et séparable. On dit alors qu’une fonction F'(x)
définie sur R est projective de la classe A; (ou bien C;) quand il existe
une fonction F'(x,y) de Baire définie sur l'espace produit Rx1, ou I
désigne 'ensemble de tout les nombres réels, et qui remplit la condition

(*) borné sup. F(x, y)=F(x) (ou bien borné inf. F'(x, y)=F(x)) ,
—ooly<+00 —ooy<+oo
et qu'une fonction est projective de la classe B;, quand elle est de la
classe A; et C; en méme temps. Nous supposons maintenant que les
fonctions projectives de la classes A, Br et Cr, (k=1,2,...,n) soient
déja définies. On dit alors qu'une fonction F'(x) définie sur R est
projective de la classe A,.; (ou bien C,,1) quand il existe une fonction
F(x,y) de la classe C, (ou bien de la classe A4,) définie sur Bx1TI et
remplit la condition (*), et enfin qu*une fonction est projective de la classe
B,.; quand elle est de la classe A,.; et C,.1 en méme temps. La
famille des fonctions ainsi définies coincide précisément avec celle des
fonctions projectives au sens de M. N. Lusin comme nous verrons tard.

2. Le probléme posé d’abord est la caractérisation des fonctions
de ces classes. Nous avons pour ce probléme le

Théoreme 1. Pour quw'une fonction F(x) définie sur R, oi R
désigne un espace métrique, complet et séparable, est projective de la
classe A, ou bien B, ou bien C,, il faut et il suffit que les ensembles

Ens(F@)=r)

sont pour tous les nombres réels r projectifs de la classe A, ou bien B,
ou bien C, respectivement.

Théoreme 2. Pour qu'une fonction F(x) définie sur R est pro-
jective de la classe B,, il faut et il suffit que les ensembles

1) N. Lusin, Legons sur les ensembles analytiques. Paris, 1930.



440 M. KoNDO. [Vol. 20,
Ens (r = F(x) = s)

sont pour tous les nombres réels r et s projectifs de la classe B,.

D’aprés ces deux théorémes, nous pouvons voir sans peine que les
fonctions projectives 4 notre sens coincident avec celles au sens de
M. N. Lusin. Et de plus, nous avons le

Corollaire 1. Pour qu'une fonction F(x) définie sur R est projective
de la classe B,, il fout et il suffit que son image géométrique soit
projectif de la classe B,.

Encore, en verte de la propriété des ensembles projectifs, nous
avons le

Corollaire 2. Quand une suite convergente des fonctions projectives
de la classe A, ou bien B, ou bien C, est donnée, la limite de cette
suite appartient ausst & la méme classe.

3. Or, pour la composition des fonctions projectives, nous pouvons
voir le

Théoréme 3. Soient G(ty, by, .-, t.) une fonction continue des
variables t, t, ..., b telle qu'elle soit monotone croissante pour chaque
variable t, quand les (m—1) variables restés sont fixés, R un espace
métrigue complet et séparable, et Fi(x) (k=1,2,...,m) les fonctions
projectives de la classe A (ou bien C,) et définies sur R. Alors,
la fonction G(Fy, Fy, ..., F,) composée est aussi projective de la classe
A, (ou bien C,).

Démonstration. Pour simplifier I'exposition de la démonstration,
nous considérons ici le cas o m=2, mais cette restriction ne perd la
partie essentielle de la démonstration. Nous prenons lespace produit
Ry=RxT,xT, ou T; (:=1,2) sont les ensembles de tous les nombres
réels, et nous désignons par I; 'image géométrique de Fy(x) contenu
dans l’espace produit RXx T;. Nous avons alors pour un nombre réel r

(1) Ens(G(Fy»), Fx)) = r)=Projr(Ix T)(I1x TR X N),

ot N=Ens (G(tl, tz)gr). Maintenant, nous considérons ’ensemble
(N x Ty (Ix TY)(RxN). Nous donnons ici pour un nombre naturel
m les rectangulaires Q;; (¢,j=-m, —m+1,...,0,1,..., m—2,m—1)
tels quon ait /m < u(t) S (@+1)/m et jim < v(t) S (F+1)/m et Qi;
@4, j=—-m, —m+1,...,0,1,...,m—2,m—1) tels qu'on ait </m = o(t))
et j/m < o(ty), ot »(t)=t/(1+|t]). Et, nous dirons que Q;; est normal
quand nous avons @;; N3 0. Nous avons alors les suivants.

(a) Quand éij est normal, nous avons pour tout point ({y, )
de Qi

dis ((u(t), »(t)), (V) < 2/m,

ol »(N) désigne I'image de N par la transformation &=x(t;) et t;=»(tz).

En effet, quand GA),',- est normal, il existe un point py=(#, ) de
Qi;N. Or, pour un point (#,t;) de éij, nous pouvons choisir @ tel
quon ait (t,5)eQu < @ij. Nous avons alors 1<k, 1<1 et im<
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() < (@+1)/m, jim < o(t)) < (5+1I)/m, dott Qu contient au moins un
point de N. Quand nous le désignons par (#, &), nous avons

dis ((u(t), u(ta)), w(N)) < dis ((w(t0), w(t2)), (v(E), 9 ) ) < 0(U(Qui)) = 2/,

c’est ce que nous demandons. C.Q.F.D.

(b) Pour un point (%, t) de N, il existe un rectangulaire normal
Q:; tel quon ait (, &) € Q;;.

En effet, (#t;)e N entraine l'existence d’un rectangulaire Q;; qui
contient (f, &) et @;; est contenu dans un rectangulaire normal Q;;,
d’ou (t, %) e Qij.

Maintenant, nous posons pour les nombres naturels 7,7 et m

R{®=Ens (u(Fl(x)) = —'L—) Ens (u(Fz(x)) = ~‘7—) .
m m
Or, comme les fonctions Fi(x) (=1, 2) sont projectives de la classe 4,
(ou bien C,), les ensembles Ens <u(Fl(x)) = L) et Ens (v(Fz(x)) = »47—-),
m m

et par suite R{™ sont projectifs de la classe A, (ou bien C,). Done,
la somme

3
SW=31RYx Qi

* A
ol la sommation >) etend sur tous les rectangulaires normals Q;;, est
aussi projectif de la classe A, (ou bien C,). Cependant, nous pouvons

voir 'égalité
() Proje IT S =Projs (lix T) (I x T) (R X N).

En effet, pour un point xye Projr IT S™, il existe un point (&, &) tel

m=1

qu'on ait (@° &, e TIIS‘"". Nous avons alors (20, 1), 83) e S™ et done
ol

il existe un rectangulaire normal éij tel qu'on ait (a9, &, ) € R{™ x éi,-
et de plus «°e R{™. Par conséquent, nous avons v(Fl(x")) =i/m et
»(Fz(m°)) =7j/m, d’ou (Fl(w"), Fg(oc")) € Q,-j et donc en verte de (a)

dis ((»(Fie), »(Fa?)) ), u(N)) < 2/m (m=1,2, ...).

Or, puisque G(f,t;) est continue, N est fermé et par suite (Fl(x"), Fz(x"))
appartient & N. Done, (ac°, Fi(x"), Fz(acO)) appartient & (Iyx To) (13X TY)
(Rx N) et nous avons x”e Projg (I'7x To) (I3 x T (R x N).

Inversement, 2’ appartient & le coté droit de (2), il existe un point
&, 1) tel qu'on ait (2, &, ) e (I X Tp) (I3 x TY) (R x N), d’ott ndus avons

t)=F«2°) (¢=1,2) et donc (Fl(x"), Fz(x")) =(8,#)eN. Done, d’aprés (b),
il existe pour tout nombre naturel m un rectangulaire normal éij qui
contient (Fl(ao"), Fz(ac")) et done u(Fl(ac")) =i/m et u(Fz(x°)) = J/m, d’ot
2’e R{™. Nous avons alors (x", Fy(2°), Fz(x")) e R{™ x é,-,-g S™ et par
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suite a° e Projz ITIS ) Par conséquent, nous avons 1’égalité (2) et d’ou
-
d’apres (1)

3) Projs 11 S =Ens (G (Fi(@), Fiw)) = 7).
m=1

Puis, nous considérons la structure du coté gauche de (3). Comme
S contient un nombre fini de terme R{™ X Q;; et donc nous avons
une suite finie

( ( _
Elm)) EZ(m)’ tety E/I::) (m"‘ly 2, )

2
m

de ces termes, dou S =’}_|: E{™, Maintenant, nous définirons un
=

systeme {E,, u,...n,} (£, 7=1,2,...) de Souslin comme il suit:
1) quand il existe dans les chiffres ny, 1y, ..., m, un tel qu’on ait
n; > 2; nous nosons K, nasnryy = 0,
2) quand nous avons n; < /; (¢=1, 2, ..., k), nous posons E,, ., ety
=Pr0jR E’fz{), Ev(b?, ceey E?'(L;‘f)'
Nous avons alors
[ o0
(4) E 1T En,.ng,..., n, = PrOjR T S(m) .
(i, Mg, o) k=1 g m=1

Or, s'il existe un chiffre n; qui est supérieure que 1;, nous avons
Eu.ns..n,=0 et donc d’aprés un théoreme de M. W. Sierpidski”, nous

avons

(5) }4‘ 11 Em, N2y e My =TI Z Em, N2y ey T

Oy, 7 e Fi-1 Ie=1 (01,020 o ) k

Ici, les ensembles Ky, x, .., Sont projectifs de la classe 4, (ou bien C,)
et par suite d’aprés (3), (4) et (5) Ens (G(Fl(ac), Fz(x)) _>__r) est de la
méme classe, d’ou d’aprés le théoreme 1 la fonction G(Fl(x), Fg(x))
est projective de la classe A, (ou bien C.,). C.Q.F.D.

Corollaire. Soient G(iy, ts, ..., t,n) une fonction de Baire des variables
(t, oy -+, t) telle quelle soit monotone croissante pour chaque variable
quand les (m—1) variables vestés sont fixés, Fi(x) (k=1,2,...,m) les
fonctions projectives de la classe A, (ou bien C,) et défintes sur un
espace métrique R complet et séparable. La fonction composée
G(Fl(ac), Fyx), ..., Fm(x)) est alors projective de la classe A, (ou bien
C.).

Théoreme 4. Soient G(t, b, ..., L) une fonction de Baire des
variables ti, ta, ..., tw, Fi@) (k=1,2,...,m) les fonctions projectives de
la classe B, et définies sur un espace métrigue R complet et séparable.
La fonction composée G(Fl(:c), Fyx), ..., Fm(ac)) est ausst projective de
la classe B,.

Démonstration. De méme que la démonstration du théoréme
précédent, en supposant que m=2, nous prenons l'espace produit

1) C.R. de Varsovie, 22 (1929), p. 1565-159.
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Ry=RxTyxT, ou T; (1=1,2) sont les ensembles de tous les nombres
réels, et nous désignons par I; 'image géométrique de Fix) contenue
dans lespace produit Ex T;. Nous avons alors pour deux nombres
réels r et s tels qu'on ait r =7

(6) Ens(r= G(Fix), Fix)) = s)=Proje (I x T (I3 x T)(RX N),

od N=Ens (,,.Z G(t, t) gs). Or, comme les fonctions Fi(x) (:=1, 2)
sont projectives de la classe B,, d’aprés le corollaire 1 du théoréme 2

les images géométriques I; sont projectifs de la classe B,, et en autre
part N est mesurable (B), d’otd (Ix Ty)(I:x Ty)(Rx N) est projectif

de la classe B,. Donc, Ens (rgG(Fl(x), Fz(x)>_2_s) est d’apres (6)
projectif de la classe A,. De méme, Ens (r <G(F1(x), Fz(x))) et
Ens ( G(Fl(w), Fg(x)) < s) sont projectifs de la classe A4,. Done,
Ens (7' = G(Fl(w), Fz(w)) = s) est projectif de la classe B, et par suite
d’apres le théoréme 2, G(Fl(oc), Fz(ac)) est projective de la classe B,.
C.Q.F.D.



