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In der abstrakten Gruppenthcorie spiden bekanntlich die h6heren Kommu-
atorgruppen, (tie absteigenden bzw. die aufsteigenden Zentralreihen wichtige

Rollen. Sie char’akterisieren besondere Kl,-msen yon Gruppen, nimlich auflSsbare

bzw. nilpotente Gruppen, deren .Struktur, vor allem bei endlichen Gruppen,

eingehend untcrsut:ht worden isP). Dementrechend sollen im folgenden die

Kommutatorgruppen und die Zentr’Agruppen auch fr topologische Gruppcn.defi-

niert werden und dann die Struktur der auflSsbaren bzw. der ni]potenten topologi-

-schen, imbesondere kompakten Gruppen untersucht werden.

Es sei ( eine separable topologische Gruppe und g, I, (nicht not-

wendig abgeschlossene) Untergruppen von

[, l], die abgeschlossenen Hfillen v. (tie abstrakten Kommutatorgruppen

(ira Sinne der abstrakten Gruppentheorie) solcher Untergruppen. Es gilt dram

wie leicht ersichtlich

(1) [, ]=[, ],

-Wir nennen [$, ] die to2ologische Kommutatorg,i,.2e yon

Nun ersetzten wir die gewShnlichen Kommutatorgruppen durch die k,pologi-

schen und definieren die topologischen hAheren Kommutatorgruppen (() bzw.

dic topologischen absteigenden Zentralgruppen (() folgendennamen. Es sei

und fiir jede Ordmul / mit /< sei (() bray. 3(() schon

denien. Ist = e+ 1, so setze maa (() lyzw. 3(() gleih der topolo-

gis’hen Kommutatorgruppe yon ({) und (() bzw. yon ( und ((),
und wenn eine Limeszahl ist, so sei ($) bv. 8({) der Durchschnitt Mler

Hath (1) kann man durch Induktion leicht beweisen, dass 2({) bzw.

32(() fiir eine natiirliche Zahl n der Abshliessung der gewShnlichen hfheren

1) Vgl. z. B. P. Hall, A contribution to the theory of groups of primepower orders,
Prec. Lend. Math. See. II 3 (1933); R. Raer, Nilpotent groups and their generalizations,
Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 4,7’ (1940).

2) [., I] let die yon (It, ,t)mlt-t-, h .$3, te erzeugte Gruppe.
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Kommutatorgmppe )(l) bzw. der gewShnlichen absteigenden Zentralgruppe

,,() gleich ist:

(2) ..-()=(), 37,()=3.($), n=j., ,
Nun definieren wit die topologischen aufsteigenden Zentralgmppen ](J)

yon . Es sei ?() die Einheitsgmppe ul (() mit <$ seien schon

definiert. Wenn $--+ 1 ist, so sei({)]($) das Zentrum yon

mad wenn eine IAmeszahl ist, so-sei (l) die Abschliessung der Vereinigung

aller () mit <: .
Zunichst beweisen wir einige Hilfssitze fiir diese $(1), 3(),
Hilfssatz 1. Fiir eine abgeschlossene Untergruppe yon 1 gilt

(3) ()->-()
Wenn ein abgeschlossener Normalteiler yon { ist, so ist

(4’) ?.($/)= ,-.(t)t/, -2((/})-32($)Ft/,, fir n-- 1, 2,...

Beweis. (3) ist nach Definition ohne welters klar. (4), (4), (5) "lassen

sich durch Induktion nach (n) leicht beweisen. Um z. B. (4:)zu bewe’men
setzen wir voraus dass (].)>’$()/, schon fiir /< als giiltig be-

wiesen ist. Wenn = +1 ist, so ist

Wenn eine Limeszahl ist, so gilt

< < <

Hilfssatz 2. Wenn eine konpakte Gmppe ist, so ist

Fir einen abgeschlossenen Normalteiler : gilt dann ausserdem

]isst sich in analoger Weise beweisen. Zum Beweis der ersteren hicken
wir einen Hilfssatz voraus welcher auch an sich yon Interesse sein mag.

Hilfssatz 3. In einer kompakten Lieschen Gruppe gilt der mhimale
Ketteatz fiir abgeschlossene Untergruppen. Es folgt nmlich aus

=>,=>.=>
dass es yon einem gewisen n an

gilt.
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Bemerkung. Der maximale Kettensatz ist dagegen im allgemein nicht
giiltig. Das sieht man sofort an dem Beispiel der rood. 1 reduzierten additiven

Gppe aller reellen Zahlen’).

Beweis. Fir Dimensionen der Lieschen Gruppen gilt offenbar

dim. , dim. ...
Von einem gewissen m an ist also

dim. --dim. +,
und die 1-Komponente") von .,, +, fallen zusammen. ’enn man

diese G-uppe mit o bezeichnet, so sind /o,+/0, siimtlich kompakt

und diskret, also endliche Gruppen und es gilt

./o__>__./,/o=>
Daher gibt es ein n (:_m) mit

.9,./o=,,.+,/o= so ,,,=,,,+,

Nun zeigen wir *.(()-- .*+,(()--. Es geniigt otTenbar nur *.(l)--
*+($) nachzuweisen. Wir setzen voraus .(().+(()und wihlen ein

Element g, mit g 6 *.((), g *+(). Da (].*+(() eine kompakte Grup-

pe ist, gibt es eine stetige Darstellung D yon l]*+(l), welche g nicht auf die

Einheitsmatrix E abbildet. Es ist also

(6) /)(*($)){E}, /)( %.*+,($)) {E}.
Aus der Kompaktheit von l und aus 2(l)---- A ,.*(l) sieht man

D(*.($))= t D(*(e$))

Da es aber

D(0*())_>_D(t())>=D(#($))>=
ist und D(0*(())=D(() eine kompake Liesche Gruppe ist, so folgt nach

Hilfssatz 3

(7) D(,*, (()) D(*+,(()) D(*.(())
Andererseits ist aber ()/D*+(I) eine abelsche Gruppe. Es ist also nach

D(*.(())=D(,*,+(())- ,,+(D(())= [,*,(D(()), ,,*(D(())]

=[D(,?(()), D(*(())]=[D(*()), D(*())]
__<D(%*+,(()) {E}

was mit (6) in Wid6rspruch steht. Es muss also *(()----*+(() sein.

I) Im folgenden soll g immer solche Gruppe bedeuten.

2) Die zusammenh//ndgende Komponente, welche das Einselement enth/ilt.

bekarmtlich einen Normalteiler.

Sie bildet
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Man beweist nun ((/)=({.)/ folgendermassen:

(/)=/,(/)=/($)/ (nach
:( h C))/ (nach der Komptheit von

2()/.
Genan zei man (/):()/ und damit ist der

in Mlen Teflen wien.

Nun definieren wir alSsbare w. nponte lche Grappen.

heisst toologisch auftsba" wenn fir iendeine Ordnun $ ():e} ist,
und toologisch nach unten bz. nach oben nilotent wenn ffir gendeine Ord-

nuahl $ C$):v bzw. (): gt. Gilt-ar ():v

Kle der alSsren (nach unten er nacl on nfltente) Gmppe

helen. Fs es nur. um endliche Gmpn handelt, fen kanntlich

iden Briffcn der nh unten und der nach on nfltenten GTpn sam-

men und tente Grup it nach unten elbe Kle e nach on.
D lt ar in unserem Fe nicht. Wir gen in der Tat nhher Beispiele

von Gmpn, die nach unten ar nicht nach on ntent sind und uekeh.
Dmr foendenimit logischen Gmpn unhan woen

wir kfitig d Wo "lch" in den Arficken wie "
auflSsbare er nfitente Gmppen" und den Stern in den Bichnungen

w. , fen len, enn es kein Furcht yon Miegnd ht.

Aus Hgen 1, 2 hlit man sofo foende Sgze.

Sa 1. Eine aohloene Untemppe einer auflSsbaren w. nach unten

nfltenten logchen Grup - wier auflSsbar w. nach unten npont.

Einempn nach eiaem aeoenen ormteiler einer nach on
niltenn polhen Gmpn wieder nach on nfltent.

Sa 2. Eine kompak Grup ist genau dann alSsbar w. ch uaten

niltent, wenn ():v bzw. ():e lt. Fakpn nach aeschlos-
nen Noon,tier einer kompen aSsbardn w. nh unn niltenten
Gmp sind wier alSsbar w. nach unten niltet.
A der Definition fo ferner leicht der

Sa 3. D direkte Prokt endlichvieler oder aghlrer lmpten

asmnGmpn iger alSsbar. DIlt auch ffir nach unr oder

ch on nfltente Gmppen.

Wit untemuohen nun die Stur der kompn nacl unn nfinn
Gmpn. Dx weisen wir ngchg den

1) e bedeutet das Einselement und zugleich auch die Einheitsgruppv
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Satz 4. Die 1-Komponente (0 einer kon]pakten atfflSsbaren Gruppe ( ist

abelsch.

Beweis. ach Satz 2 ist (0 auch aufliisbar. Wit kSnnen al (--(0 an-

nehmen, uud haben nur zu beweisen, dass eine zusammenhingende kompate

auflSsbare Gruppe abelsch ist. Da es dann aber fiir ein beliebige Element g,e
eine stetige Dargcllung D yon ( nait D(g),-E gibe., genig es zu zeigen, ds

jede sttige Darstcllung vo ( abelsch ist. Wir kSnnen also wieder von ’orn-

hereiu annehmen, dass (.--D(() ist, d.h. dass ( eine kompake Liesche Gruppe

ist. Nun gilt uuch der Vorasetzung-- C():> ,(()_>__ ’(()__>_ __>__ ()=e,

Nach I-IiIfssatz 3 gilt also yon einem n an

()-.,C)=... ()=e.
( ist mithin eine zusammenhigenle, komI)akte, und im Sinne der Lieschen

Thcorie aufl.Ssbarc Grul)pe, ist dso Ikauntlich abelsch.

Ffir eine nach unten nilpotenten Gruppe kSnuen wix noch mehr sagen. Es
gilt nimlich

Satz 5. Die ]_-Komponent (o einer kompakten nach unen nilpotenten

Gru!)pe ( ist im Zentrum yon ( cnthalten.

Bew4s. Genau wie im vorigen Bcweis dfirfen wit ( als Liesche Grppe

annehnen. Da ( o.ffenbar auflSsbar ist, is (0 nach SaCz d: eine zusammen

hingende kompakte abelsche Liesche Gruppe, also direkte Produkt endlichvielcr

Gruppen , welche der n]od. reduzieren lditiven Gruppe aller reellen

Zahlen isomorph sind).

(o=f, f, f,, f,- (i=, 2,..., m).
Die Elemente yon (0 kSnnen also dutch "Koordinaten dargestellt werden"

(8) h/-,(h, h,..., h,.) (h,, mod. 1).
Die Transformation xhx

ehen Automorphismus,-welcher durch eine ganzzahlige Matrix A(.x) datgestellt

wird"

(9) xh-z-/*(h, h., h,,,)A(x)
Aus (8), (9) ergibt sich

(10) (x, h)----xhx-h-’./(h, h, h,,,) (A(x)-E)
und daraus dutch n-malige Kommutatrbildung

(, (x,...(x, h))...)--,(h, h..,..., h,,,) (A(x)--E)".
Man sieht aber genau so wie im Beweis de Satzes

1) Vgl. L. Pontrjagn, Topological gronps (1939), S. 170.
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.(()=e stattfindet. Fiir beliebige h, x is dann der n-re Kommutator

(x, (x,...(x, h)...) immer gleich dem Einselement und draus folgt

(A(x)-E)"--O
Die Eigemverfn yon A(x) sind miihin siimtlich gleich 1. Da abet x-->A(x)
offenbar eine Darsbellung der endlichen Gruppe (]l0 gibt, so schliesst man sofort

A(x)--E, also xhx-1--h,
w.z.b.w.

Wir untersuchen mm die Gruppe (](o, d.h. 0-dimersionale kompakte

nach unten nilpotente Gruppe.

Eine 0-dimensionale kompakte Gruppe heisst eine p-Gruppe, wenn es der

Limes einer (v-adischen Reihe yon endlichen p-Gruppen ist. Eine Untergrupp

p einer 0-dimensionalen kompakten Gruppe ( heisst eine i-Sylowgruppe yon

(, wenn ) eine maximale p-Gruppe in ( ist. Unter diesen Begriffsbihlungen

hat v. Dantzig die Sylowsiie in der Theorie dcr cndliohen Gruppen auf die

topologischen Gruppen ibertragen.) Er hat z. B. bewiesen, dass alle p-Sylow-
gruppen von { einarder konjtgiert sind. Ffir dic nacl unten nilpotenten Grup-

pen beweisen wir nun folgende Siitze fiber Sylowgruppcn.

Hflfssa 4. Wenn ( naeh unten nilpotent ist, so ist ( das direkte Pro-

duktseiner Sylowgruppen.

Beweis. Es sei eine p-Sylowgruppe yon { und

(11) ,>,>.> ..., A,=
eine Reihe oftener (und zugleich abgeschlossener) Normalteilcr yon (,
ein Umgebungssystem in { bestimmt. Es Igst sich dann leicht zeigen, dass

,/ eine p-Sylowgruppe tier edlichen Gruppe (/ ist und das man

umgekehrt ]ede p-Sylowgruppe yon ( in solche Weise als {-adisehen Limes der

o-Sylowgruppen yon (/ erhilt. Setzt man mm ( ,Is nach unten nilpotent

voraus so sind (/ smflich endliche nilpotente Gruppen also direkte Produkte

ihrer Sylowgruppen. Daraus und aus dem oben Gesagten folgt soort dass

selbst direktes Produk der Sylowgruppen ist.

ttilfssatz 5. $ede p-Gruppe ist nach unten nilpotent.

Beweis. Es sei eine ia-Gruppe und ,seien wie oben in (11) ei Um-

geburgsSystem bfldende, offene Normalteiler yon . Nh Definition sind

/ immer endliche/a-Gruppen. Daraus folgt.

8,()’, (i=1, 2,...), also

Saz 2 und Hilfss:tze 4, 5 kSnnen wir in folgendem Sa zusammenfassen.

1) D. van Dantzig, Zur topologischen Algebra III. Comp. Math. Vol. 3 (1936).
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Satz 6. Daf/ir dass eine 0-dimensionale kompmkte Gruppe nach unten
nilpotent sei, ist notwendig und hinreichend, dass sie direktes Produkt ihrcr

Sylowgruppen ist.

Nach diesem Satz reduziert sich die Untersuchung der Strttkten (ler 0-dimen-

sionen kompakten nach unten nilpotenten Gruppe in einem gewissen Sinnc auf

die dcr Struktur der endlichen p-Gruppen.
Bei dieser Gelcgenheit sei noch darauf aufmerksam gemac-ht, ds sich ver-

schiedene Definitionen und Stze in der Theorie der endlichen Gruppen atff dem

Fflle der 0-dimensionalen kompakten Grappen bertragen lassen. So sind z. B.

die Definition der (/)-Untergruppe und daran anschliessendes Kriterium ftir das

Nil.potentsein einer Gruppe) auf unserem Ffll anwendbar.

Nun gehen wir zu nach oben nilpotenten Gruppen fiber.

Satz 7. Eine 0-dimensionale kompal(te nach oben nilpotente Gruppe ist

auch nach unten nilpotent.

Beweis. Es sei ( eine solche Gruppe und eine Reihe oftener Normaltiler

sei wie oben im Bewes yon Hilfssatz 4 gewt. Nach Satz 1 ist jede Faktor-

gruppe (/ nach oben ni]poient. Da es aber eine endliche Gruppe ist, so ist es

auch nach unten nilpotent. Es ist also .({), und darat folgt ({)=e.
Es gibt aber 0-dimensionale kompakte Gruppen, welche nach unten nilpo-

ten, aber nicht nach oben nilpotent sind. Wir zeigen tats:4chlich nachher, dass

es eine p-Gruppe gibt, welche kein Zentrum (ausser dem Einselement) besitzt.

Um die Untersuchung der Struktur der kompakten nach oben nilpotenten Grup--
pen. weiter zu fiihren, studierer wir zunchst Liesche Gruppen.

ttilfssatz 6. Eine zusammenh:ngende kompakte nach oben nilpotente Lie-

schc Gmppe ist abelsch.

Beweis. ( sei eine solche Gruppe. Wir zeigen zunchst, dass dim.

(()1 gilt, falls { nicht endlich ist. Man seize voraus dim. (()--0. (()
ist dann diskret und kompakt, also eine endliche Gruppe. Es ist dann sicher

i(()((), denn sonst wre ,(()=)--... ----( encich entgegen der

Vorausse{zung. Es gib also ein Element go mit go ,((), go ((), und

g->(g,,, g)) fiir beliebiges g aus ( liefert dann eine stetige Abbildmg yon ( in

,((). D Bi]d yon ( ist dabei einerseits zusammenhigend, andererseits abet

als Teilmenge yon ,(() diskret und enth[ilt sicher das Einselemen. Es muss

.Mso mit diesem zusmenfallen und (g0, g)--e sein fiir alle g in (. Das be-

deutet a]wr dass go ,(() angehS entgegen der Wahl yon go.

1) Vgl. z. B. H. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppen[heotie (1937), S. 44, 107.
2) Klammer bedeutet Kommutatorbildung.
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Wenn wir start ( (/1(() betrachten, so folgt nach Obigem, dass entweder

(/(() endlich ist oder dim ({)/1({)>_1 gilt. So fortfahrend fiir (/;,((),
(/((),... erkennt man schliesslich, dass es eine natiirliche Zah]. n mit l()
( gibt. Eine nach oben nilpotente Gruppe mit einer endlichen Klasse ist abet

auch nach unten nilpotent und umgekehrt.1) ( ist also auch nach unten filpo-

tent, fo]glich nach Satz 5 abelsch.

Hilfssatz 7. Die 1-Komponente ( einer kompakten nach oben nilpotenten

Lieschcn Gruppe ( ist abelsch.

Beweis. Nach Hilfssatz 6 gefffigt es zu zeigen, dess auch ( nach oben nil-

ltent ist. Wir konstruieren dazu eine Reihe yon Normalteiler in (o folgen-

dermassen. Es sei

ist, so soll / aus denjenigen Elementen yon (0/ bestehen, welche mit

(/., elementweise vertauschbar sind. Ist dagegen $ eine Limeszahl, so setzen

wir #-- #. Es gilt dann wie-leicht ersichtlich

(0)-->_ .
Es genfigt daher zu beweisen, dass fiir iendein ----(0 wird. Wit

setzen also voraus dass dies nicht der :Fall ist und leiten daraus einen Widerspruch

her. Nach der Annahme gibt es eine Ordnungszahl

(12)
Setzt m,m /=, /=, -soo .us, (i)

i,(f)

ergibt sich dann ffir beliebiges

(h, ) e I._,($’) $?=, (h, #)=,
also

Es gilt somit

Als

folgt dann

n=l, 2,...

Ordnung ’/$ => Oranmg .((").
Man beachte dabei ds (*/(o ---{/(o eine endliche Gruppe ist.

andererseits ( nach oben nilpotent ist mad

,(1*) <: :({*) <..., Ordnmg ,,({*)--> eo

gilt, .so ergibt sich ein Widerspruch.

Da aber

1) rgl. H. Zassenhaus, loc, cit. $. 119.
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Ats diesem I-Iilfsiz folgert man sofort, dass eine kompakte nach oben nfl-

1)otcnte Liesche Gruppe immer aufiSsbar (sogar mit einer endlichen Klasse) ist.

Satz 8. Eine. kompakte nach oben nilpotente Gruppe ist auflSsbar. Ihre-

1-Komponente ist also abelsch.

Bcwcis. Jede stetige Darstellung sol(her Gruppe ist nach ttflfssatz 7 mffliis-

bar und hierms fo]gt der Sttz unmittelbar.

Wit kchren wieder ztt kompakten Lieschen Gmppen zuriick.

Hilfssatz 8. Es sei ( eine kompakte nach obe.n nilpotente Liesche Gruppe

uad qo ilre 1-Komponente. Es ist dram

uad f(ir cine gewissc tatfirliche Zahl gilt

Beweis. |ir zeigen ztmchst durch Induktion

(13) /,.(@) @0=t(@) @o, =, 2,

]):.u setzen wic voraus +((), (0(() (o un(1 leiten daraus einen

Widerspruch her. Da +,(() , (0/(() - @,, eine kompakte abels(he Lie-

schc Gruppe ist, so gibt es ein Element a, mit

(14=) a e +(() (0, a e ,o(() , {o, a (()
wol-i P cim gewisse Primzahl ist. Wenn man die 1-Komponente von (()
mit .0(() bezeiohnet, so ist bekamtlich ()]],.,0(() eine endliche Gruppe

und aus (()= V (() h,lgt dann

(1) t(() to.o(()-t()
fiir gewi.se natiirliche Zahl 1. .0(() ist abet eine zusammenhgendekompak-

abelsche Liesche Grul)pe, also direktes Prokukt yon mit isomorphen Gruppen.

Indem wir also a dutch geeignetes a a5, h e .0(() ersetzen kSnnen wir sogar

annehmen dass a in z(() ,- (,, enthalten ist. Wir bezeichnen die Elemente

yon --(/(0 mit (r, % Die Transformation (lurch ein Element aus der

Restklassc r gibt in (o cineu Automorphismus, den wir wieder mit r bezeichnen.

ist als endliche nilpotente Gruppe direktes Prokukt von einer p-Sylo_.wgruppe-
und einer Gruppe : deren Ordmugf zu p prim ist:

Nach (14) gilt nun fiir beliebigs r

a a rnod. ;({) - {o,

und daraus folgt

Ha"----a" e rood. (() (0.
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b H a" erfdllt also

(16) b . ,() by e t(@j) ,,-,, ( b b ffir liebig a arm .
Nun biMen diejenige Elemen h a ,welche hv () o h h

rood. () o ffir lieb a’ edlen, einen () o enthalnden

ormdiler . Da ar /() ,, skomp alhe LiheGrup

nur endlichviele Elemen vonder Ordnu p enact, ist /()o eine

m,dliche p-Gmp deren ehzelene Elemente gen den Aumorphen yon

invafiant blein. Trfoationen dutch Hebigo Elemen a

ffir /() 0nAumomen yonp-Poruen. Dara ergibt

sich fort, d es eine natffliche Zfl m bt, d in +($)enthn

ist. b mss dann s Element yon in t+.,(), narlich in .() enthMn

sein, wt (16) in Widempruch sht. Wir hen

(17) +,()
wien. Es sei nun schon

Wir whlen Heb h a +.{) 0.bewiesen.

beliebiges g

Es ist dram fiir

Hilfssatz 10.

die Klasse .
Iemerkung. Es gibt eiim 0-dimcnsionale kompakte mch oben nflpotente

Gruppe von der Klasse to; z. B. das direkte Produkt tiller endlichen o-Gruppen.
Bewe’ls. Es sei A)----. Aus ( >_ ,()(o >- (o und arts der Endlich-

keit von $/$,, folgt

](() (o, w.z.b.w.

Keine kompakte nach oben nlpotente Liesche Gruppe besitzt

(h, g)e t+_,(),-,=t.($),-, (o.
Dies zeigt aber dass h in *I() 0 () 0 enthn ,

+..() -().
Damit t (13) wien. Nach (13) grit nun

(8) L+.($)J$o L+,,($)/L+,,() o +.($)/LC) .
Da ar /o enrich t, mt dnmM

+($)$o L+.+,($)$o
eintren. Mit (18) ms--men eibt sich dann

mid nach (13) hn wir
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fiir eine gewisse nat,:irliohe Zahl n. ()-- ’ () ebt dann

Nun ist ar /.() 0/-() o naoh Sa 8 ah, remit +():.
Wir en nun, ds es er eekomp nh on lten Liesche

Grup gibt, welche die Kl

Es sei wie vorher die Gap der reeen Zlen rood. 1, und der]enige

Aumorphmt yon , welcher ]]es x yon mit inem Inve --x veau-
scht. Wir seen

{,a}’,a:e,
Es sich leicht

t($)--$0,
d. h. ds die KI +1 ]sit. Diets Bepidileioh ehle kom-

pte na( on ponte Gruppe nicht immer nach unn nHn ist, denn

man wet leicht

Den t eine kompak nach unnn Liehe Gmp icr auch

nach on lnt, da solche Grup eine endjiche KIt, wies im B

weis von Sa 5 merk t.

Wir koutreren nun eine Grup mit der Klese +n. Es i @ eine

endliche 2-Gruppe mit der Klasse n.

Elcmente e, . Durch

e--> 1,
wird eine Darstellung von gegeben.

D Zentsum yon he aus zwei

Die von dieser Darstellung induzierte

Darstellung von sei mit D() bezeichnet. Der Grad yon D() sei m. Di

Matrizen yon D() haben lauter ganzrationale Komponenten. Wir setzen also

o=,xx x,,,, ,’’ (i=1,2,...,m)
und denicren f/Jr beliebiges r aus einen Automorphismus yon ( dutch

(x,, a,’.o,..., x.)--=-(x,, zo.,..., x,,,)D(r) (x, mod. 1).
Indem man dann (,; durch mit einem zerfallenden Faktorensystem erwcitert,

erhilt man. eine Gruppe {, welche die verlangte Eigenschaft besitzt. F/Jr

(- {, (.,} beweist man niimlich durch Ind’uktion

t,($,) t,(ff), =, 2,
Es ist aber wie leicht crsichtlich ()--(0, also

Andererseits folg aus Hilfssatz 9

t() >- 0,

1) [, a} bedcutet die dutch a emveiterte Obegrupp yon .
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folglich

Die Klaase yon { muss also gerade to + n sein.

Wit hahn so wien den

Sa 9. Die KI $ einer kompn nach on nilponn Lieschen

Gruppe is gleich einer der Zalen

1, 2, 3, t + 1, + 2,
Ist uekehrt einer lcher Zaen gleich, gibt eine kompak nh on
potente Liehe Gruppe mit der Klse .

Indem wir crekt Przt yon Gmppen mit der Klen +, (n= 1, 2,...)
bflden, erhten wir eine kompte nach on ten Gruppe mit der KI
2. Wenn man in on erwhnten Beispielen die Gmppe

komp abelsche 2mp erse, kann man auch 0-meione kompak

nach on lten Grupn mit (r Klse +R(n:l, 2,..,) bzw. 2 kon-

struieren.

Sclielich gen wir ein Beispiel der kompakn -Gmp, welche kein

Zentrum sitzt. Ds i atrn Gruppen solche-Gmppen gibt, ist schon
yon R. Baer merkt worden’). Die yon ihm ge[ne -Gmp is ar nicht

nach unten ni]nt und man kann in n keine komp{te Tooe einfihren.

Wir kongruieren eine Refle yon encichen <rupn v (v=l, 2;...) mit

Homomorpsmen

und s deren Lim eine komkte pruppe , welche kein Zentrum ]itzt.

Wenn es erlaubt ist, ds Elen t der Ordnup enflfln darf,

kann man sehr leicht lche Gmp bilden. Im folgenden soll a}r gar

ein lches komtmie werden, d ihre Elemente wirich endliche p-Poanz-
orddungen sien, und var deren OMmugenp cht rsen.

Nun sei die p-memiontde Vektorgruppe fiber dem Goisfeld GF(p),
nKmlich die tive Gmp ler x=(x, x, ..., xv), xe GF(p) und .,t eine

Matrix vom Grad p fir GF(p) der Form

1) Vgl. R. Baer, loc. cit.

2) Man nehme als (, die Gruppe aller Matrizen yore Grad r iibcr GF(p) mit der
"OI’m

1 a1. al a,v
0 1
0 0 1

"’--.. a.,,-l
0 0 0 0"--1

wobei aj(i<j) beliebiges Element yon GF(p) ist. Ordnet man jedcr Matrix A van +
die yon ersten Zeilen und ersten Spalten yon A gebildeten Matrix A’ yon (v zu, so

erh//lt man eine homomorphe Abbildung $,---@+t.
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0

0

1 0 0

1 1

1 1,,

0 0 0

o 1

Die Einheitsmatrix vom Grad p iiber GF(p) sei mit E bezeichnet. Indem wit

fiir beliebiges x= (x, x..., x) aus [,
z, (z, z, ..., z)A,

segzen, erhalten wir dnen Aumohismt yon . Wir erweitern dram

dutch A mig einem zefflenden Fremystem mM lmeichnen die gewon-

nene Grippe mit :

Aus A E fol, d cinc endliche p-Gruppe ist und d die Ordmu cin
llicl)igen Elementes von hSchstms p ist.

Nun seien A), A) Matren vom Grad p: iir GF(p), welche die ormen

A, E, E,
A’) p-mal, A p-m

besitzen, d. h.

A’)-A x E, A:)= E, x A, (Kroneckersches Prodtflt

A’) und A_() sind einander ve,auschbar und ide hahn e 0rdl][l

eelen so 4he alMsche Grup {A, A)} t der 0rdmu p. Wir

erwcirn nun genau so wie olin die p-dimeionNe Vek%mppe

GF(p) durch A, A) und erhflten eine Grup

= {A’), A, ,}.
ist offcnbar eine endliche pruppe und (he Ordnu eines liebigen

Element von : ist wiler hochsu R:. Ausserdem kmm man einen Homo-
morphismus yon Sz auf $ herstellen, indem man jeder Matrix yon {A, A
die von ihren ersten p-Zeilen und p-Sp3ten gebildeten Matrix moMnet und jedem

x= (x, x, ..., xv) yon den Vektor x’=(x,, x, ..., x) von , mordnet. Es

gibt einen Homomorptfism yon a :

Aus
A’=A, x E, x E,, A E, x

und am der pimemionen Vektomp fir GF(p) erhMten wit die

Gmppe
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q= {A’, A7, A?, }
und dann gegau so wie oben einen omomorphism

Die definiee Reihe yon endlichen Truppe

timmt kannich eine kompakte Gmp . a ar die Ordnm
Elemen yon @ immer hochstens ps ist gilt, dsel auch ffir

Nun zein wir dd Zenmm yon @ nut aus dem Eilemen

Nach Konstruktion gibt offene NormtdMler (=1, 2, ...), d

Vir betran z. B. und zeendd Zentmm von 2 der yon

=(o, o, ..., o, 1)
eee Untergruppe von gleich ist. ZunKchst mt ein Zentmmlement

n $ in enthn in, weft [ einer Automorphismengrup yon

imorph ist. Aus
zA’)=z, zA7)-x

folg dmn fo d der Vektor x ein Vielfh yon z ist. Gcnau weist

man ]gemein dd Zentmm von e yon

z= (0, 0, ..., 0, 1)

eeUnterup yon ist.

Nun sei z ein Element aus dem ZenCr yon . z m natfirlich in

] in der Rse yon {z enhen-in. Da ar di
]Mm omomohismus

_
i Einlement yon

_
atgcbildet wird

ist z in ,_ enthn. Aus (19) fol dann

z=e W.Z.b.w..


