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33. Quelques remarques sur les groupes de transfor-
mations dans les espaces & connexion lineaires IV.?

Par Kentaro Yano et Yasuro ToMONAGA.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M. L A., Jure 12, 1946.)

§4. Transformations conformes dans les espaces de Riemann.
Dans un espace de Riemann V, dont la forme quadratique différentielle
fondamentale est donnée par

“.1) ds* = gu dx* dx’ ,
considérons une transformation infinitésimale
4.2) At =t 4 2 (%) 6t

qui déplace chaque point (#') de V» en un autre point (x!) du méme es-
pace infiniment voisin de (%), 0¢ étant une constante infinitésimale.

On sait que le tenseur fondamental guv, les symboles de Chritoffel (,fu}
et le tenseur de courbure R? ... subissent, pendant cette transformation in-
finitésimale, les changements respectivement donnés par
(43)  Dgw = (Xguw)ot = (" guv;a + &% nga + &1 gua) 6t = Cusv + 6u; ) 08,

2 N 1
(449)  Diw} = (X(w)) it = 5 [(Xgun) ;v + (Xgu);n — (Xgw); o] 0t
= (5?,4.;!/ + Rl:ﬂuw 5"’)6t,
@5)  DR'uw = (XR' ) 0t =[(X(&)): e — (X{io}:v] 0t
= [5‘1 Rl-lp.vw; [ EfaRi‘uuw + e?p.R?aW# + S?u R%unv’l'e:‘;u R%p.ua] ot,
ou &, désigne les composantes covariantes du vecteur & et le point-virgule
la dérivée covariante par rapport aux symboles de Christoffel {,fu}.

En général, la dérivée de Lie d’'une densité, Tfl,w par exemple, du poids p
sera définie par
(46) DT'w = (XT'w) ot

= [5“ T?p.u, " e:la. T :u-/ + E?p. Ttlau'i‘e:u T zpw. +ﬁle.u E?a.] ot,
ou la virgule désigne la dérivée partielle ordinaire. Il est 2 remarquer que
la dérivée de Lie (4.6) est indépendante de la métrique de V'espace et par

suite de la connexion affine de I'espace, mais on peut aussi écrire (4.6) sous
une forme tensorielle :

@7) DT w = (XT'w) ot

(1) Les Notes I, II, et III ont été publiées dans ces Proc., 20 (1946), 41-47; 67-72;
167-172.
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= [51 T~I[I.'J; a— 5?41 T?yu'i'f?u T-lar‘}‘ 5?-.4 T?;m + pT?uu 5,5‘a] ot.
Or, I'angle entre deux directions dx! et ¢x* étant donné par
gno dx* ox”
1 guo dx* dx* 1/ Guu OX" 0x° '
si la transformation infinitésimale (4. 2) ne change pas l'angle entre deux
directions, on dit qu’elle définit une transformation infinitésimale conforme
de Iespace. Comme l'on a
Ddx* =0,
si la transformation infinitésimale (4.2) ne change pas cos ¢, on doit avoir
(Dgp.) dx* 0x° = 2¢ gu dxr 6x¥
pour n’importe quelles directions da? et 6x*. Donc, nous avons le
Théoreme 1: Pour qu'un espace de Riemann admette une transformation in-
Sinitésimale conforme (4.2), il faut et il suffit qu'on ait
(48) Dg,.u = 29‘ 8uv ot ou Xg,u = ,:u; P Eu;y. = 2¢g‘4v.
La dérivée de Lie de la densité g (qui est le déterminant formé avec les
&w) du poids 2 étant, d’aprés la formule (4.7), donnée par
Dg = (E“ &+ de‘;a) ot,

cosf =

nous avons
4.9 Dg=2ndgit ou Xg=2nbg,
grace aux relations
g 1
o= T 2g {ta} =0
et

$,a= 1 gf"'(,,‘u-lr-,u,,;) = n¢

Cela étant, mtroduleons la densité tensorielle Guv de M.T. Y Thomas
définie par
4.10) G = gulgh.

En appliquant Popérateur D a (4.10) et en tenant compte de (4.8) et de
(4.9), on trouve

11
XGuw = (Xg,u«)/gu — g (X g

1 1 1
= 2pgu | gn — g ngg) | g%
= 2¢Gy.u o 2¢ Gp.u =0.
Donc, nous avons le

Theoreme 2: Pour qu'un espace de Riemann admette une transformation in-
Jfinitésimale conforme ( 4.2), il faut et il suffit qulon ait
(4.11) DG;W = ou XG;W = (),

(1) T.Y. Thomas: lefermu')l invariants of gnt.rahzed spaces. (,ambnd.gu Umver
sity Press, 1934,



Vol. 6.] Quelques remarques sur les groupes de transformations. 175

X G étant donné par 9
“4.12) XGp = & Gu, a +Ef;:. Guw + Ea,v Gua — n G sd:a.

Si P'on désigne par deux-points la dérivée covariante formelle par rapport

aux symboles wa définis par

K,z:.u = “:zl_ Gt (Gag,v + Gav, p — Gy, ),

on obtient

(4.13) XGy = (Gp.n. §a ) v + (Gua e ) r— —’2;‘ Guv 5° 2.

Or, nous allons démontrer le théoréme suivant :
Théorveme 3: Pour qu une transformation infinitésimale (4.2) change chaque
cercle conforme de Vespace de Riemann en un aulre cercle conforme, il faut et
il suffit que la transformation infinitésimale (4.2) soit conforme.

Un cercle conforme d'un espace de Riemann est défini par les équations
différentielles

N3 2 20t )29V 3 v

@1e O dx (g Ta T I dr dx )+ @ -
ou d/ds désigne la dérivée covariante le long de la courbe par rapport aux
symboles de Christoffel {,fu}, 13, et 113, les tenseurs

0o Ruw Sw R A 0
@15) M= —-Re o B e 1A= guil

respectivement, R et R étant le tenseur de Ricci et le scalaire de Pespace
de Riemann respectivement.

Or, si I'on effectue une transformation infinitésimale (4.2), un cercle con-
forme sera changé en une autre courbe x! =x? (s)+44 («(s)) ot

Nous allons chercher la condition nécessaire et suffisante pour que la
courbe décrite par x* soit aussi un cercle conforme, c'est-i-dire la condition
pour qu'on ait toujours

*xt — 62xl‘ [ x" de‘ dyv
@) LE 4 ds (g,w() — 1% & =)

+ 1A ® g;" =0,
toutes fois qu'on ait (4.14), § étant défini par

417 ds® = gu (x) dx* dzv .
Cela étant, en calculant gd—s—,
R iR dit  dy’
s = dsw T )z “ds ds
ot
0 x‘ _ . d_ ()"’C‘I 0%ir g

o T IR

(1) S Sasak: Geometry 01 the. conformal connexion, Sciance Reports of the ‘[‘oho-
ku Imperial University, Series 1, Vol. XXIX, No, 2, (1940), p. 219-267.
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on trouve successivement
4.18) —‘-fi"? =@+ 004
4.19) i:z @& eon --" f‘ +X(hy) T Ay
@20 P2 _ gl g aot)—‘-"‘-—+ [S(X(uu)) ";j.z" L (R
A dr ],
ds ds ds ’
{ ;:lv)?: désignant les valeurs de { ,fu} évaluées au point xt.
Des équations (4.18) et (4.19), nous avons
. - 0%%F  drv o%xr  dxv 62xr  dxv
@21 2w dst Tds 8w )=z ds?  ds [(X gw) - dst " ds
X 3 dxv
+ gw (X {43) ‘fis*‘ “%’;‘ “ds ot,
et
2xe 523V xt  0PxY 0% OPx
62 o G G o T oo G
\ dx*  dx? Iy
+ Zng d (X{aﬁ}/ dS ds ] ot.
D'autre part, on a, de (4.17),
dxt  div
) g (%) g5 ds ds’
d’olt
( ds dx* dx“
B o1+ gy L2 42,
et par conséquent
ds _ dxt dx’
(4.23) 73‘ 1+5 2 (X gy.u) ds ds ot.
De cette relation, on dérive
as 1 dxt  dx’ __dx* %+ dx ]
@28 5 = [§ Kawrso G- L (g S5 A o
et
a5 dxr  dx’ dx" %xr dx
O R s I e e
72
Or, d‘;‘s , rz?sx: et (:;: étant respectivement donnés par
art
da# _ ds_
ds das
ds
o dit d%
2 __ds “ds ds
s ds HEY

N3

ds

(

ds
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3% B?M as dit  d% 3 dit (d%B\
iz ds® © ds? ds- ds ds®

# oy s @y

le premier membre de (4.16) peut étre écrit comme

3 2 2y 0 - v
CHPN S S TRy Y T
i ') 625”‘ 62)&u
1 5Bk L ds g"’” ds®  ds? I] ( ) dx"' dzu]
( ) PR ( ) w ds ds
~ PR d% a5 ds__
. /A (x)"%*‘_ 3G ds _am [ds® ds (a's2
& YA (&Y
ds ds

%xr dxv  d% dw dimv d% (dB Y
R B w3 D)

&y SO

En y portant (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), (4.24) et (4.25), on

trouve
B | dit - 0% G -d"d"
P B @25 TE b @ 2 S ] 4 nhy L

_ —di.-—g[(aﬂf‘,ast){ §§+ 2, 3;,;: 52,3,: ny dr d:;:
&)
b A Yy (e SO g by P
+ (X ger) 1 22 d;: dx }Bt
R A 2L
df: {2 T2 ) B 2 (x, T P

dxe dx8 02xr  O2xv
— (e B L g, T T Y o
d* d 1 dax* dx¥ dxe 021 %y
— G {7 Xaw) e G G G+ Xaw) G ) o
_xl_ dxt dx’ dx® %x* dxv 2z 928
{(ng); &5 ds ds T 2Xew) G g5 G e aF as O

dxt dxv ]
(X My GG ot
Pour qu'un cercle conforme soit toujours transformé en un autre cercle

conforme, on doit avoir




178 K. YANO et Y. TOMONAGA. [Vol. 22,

{(xidyy;. 2 42 i +3<X{,w})"2 il (AP LA

ds ds ds dss ds
2 dxe dx® dx’ dx* dx” dx"
+ kg 25 42 00} — 5 T (3 e G G
St dwy\  dit
+ (Xgw) G G5} + G (e} =0

d’ol, en contractant gie %ﬁi, on obtient

248 241t
PG CHS T ol N P SEINRE A o

1y 0% dx* 0o dx* dx® 0% dx’
+ &le XM o) =g~ —g + (X&ad) T =5~ G~ a5
%t % g1 dxt dxv  dxv %t dx¥
—~ 3.1 0 T {5 Kew) oo B B0 O+ (g G U = 0.

Cette éauation devant étre satisfaite par n’importe quels L‘di:_ et g dfﬁ sa-

1L
tisfaisant aux guv Od‘zz id'%— = 0, on en trovve

Xga,fi = 2¢ ZaB.

Dongc, la transformation infinitésimale doit étre conforme. Inversement
si la transformation infinitésimale est conforme, il est évident qu'un cercle-
conforme est transformé en un autre cercle conforme, donc, le théoréme en
question est démontré.

Cela étant, si 'on choisit un systéme de coordonnées dans lequel on a
£ = 4}, les équations (4.8) deviennent

X g = G, 1= 26 g,
d’ou
(4.26) gw = a(x!, 22, ..., x7) fuw (x2, x5, ..., 2%).

Donc, nous avons le
Théoreme 4 : Pour quwun espace de Riemann admette une transformation in-
Jinitésimale conforme, il faut et il suffit qu'il existe un systéme de coordonnées
dans lequel les composantes du tenseur fondamental sont indéependantes d'une
des variables x* a un facteur pres.

Si Pon choisit un tel systéme de coordonnées, les équations (4.11) devien-
nent
(4.27) X Gp.v = Gp.u, 1= 0

Donc, nous avons le
Théoréeme 5: Pour quWun espace de Riemann admelte une transformation in-
Sinitésimale conforme, il faut et il suffit qu'il existe un systeme de coordon-
nées dans lequel les composantes de Na densité fondamentale sont indépen-
dantes d’une des variables x* 0,

(1) S. Sasaki, loc. cit., p. 232.
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Si un espace de Riemann admet une transformation infinitésimale con-
forme (4.2), et si 'on choisit un systéme de coordonnées tel quon ait 2 =5’11,
alors, les rapports des gw ou les fonctions Gy ne se changent pas par la
transformation finie donnée par
(4.28) MN=x+¢t =2 (a=2,3, .., n)

Donc, nous avons les
Théoreme 6: Si un espace de Riemann admet une transformation infinitési-
male conforme, il admet aussi un groupe de transformations conformes a un
parvametre engendré par cette transformation infinitésimale conforme.\V
Théoreme 7 : Pour qwun espace de Riemann admette un groupe de transfor-
mations conformes a un paramétre, il faut et il suffit qu'il existe un systeme de
coordonnées dans lequel les composantes du tenseur fondgmental sont indépen-
dantes d'une des variable x* @ un facteur pres, ou les composantes de la den-
sité fondamentale sont indéperidantés d'une des variables x* .

Cela étant, considérons, dans un espace de Riemann, 7 transformations
infinitésimales conformes

(4.29) =280t (aboc ..=12 .,7
indépendantes les unes des autres. Alors on aura

(4.30) (X Xe ) guv = Xbe guv,

ol

Xa G = 2¢a Spv
et Xy désigne le symbole défini par le vecteur
Ezbc = $2$ia—$:52,¢.
En calculant (Xp X; ) gw, on trouve
(X Xe) guw = Xo X g — Xe Xo guo
= Xp 2hc gw) — Xe (2¢b 8&w)
=2(Xp bc) gu + 26 Xp g — 2(X, b5 ) g — 208 X guv
=2(Xp ) guw + 4Pc bb 8w — 2(Xe b5 ) 8w — 46 Be guv
= 2[Xp b — Xc b 18w,
d’ou
Xoc 8w = 2[Xp e — X b ] guv.
Donc, les’transformations infinitésimales définies par %* = a* + E'ch ot sont
aussi les transformations infinitésimales conformes.
Ce résultat peut é&tre aussi obtenu de la maniere suivante.
En appliquant 'opérateur (X X:) & la densité fondamentale Guw, on
rouve
(4.31) (Xb Xc ) Gn.u = -Xbc Gy.v.

(1) S. Sasaki, loc. cit., p. 232.
(2) Voir la premiére Note.
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Donc, si 'on a X; Gw = 0, on en obtient Xpc G = 0, €t on a le
Théoreme 8: Si X, f sont les symboles de groupes de transformations conformes
a un parametrve, (Xp X, ) f sont aussi les symboles des groupes de transforma-
tions conformes a un paramétre.

Si X, f sont les symboles d’un ensemble complet de » groupes de trans-
formations conformes a un paramétre, on a

Go= 6l a—8280 = aildi.
et par consequent, on trouve, de (4.30),

(4.32) (Xp X:) gw = cbe Xa Guv,
et, de (4.31),
(4.33) (Xp X )G = ¢ Xa Guu.

Donc, on a le
Théoreme 9: Si X, f sont les symboles d’un ensemble complet de r groupes de
transformations conformes & un parameétre, les Xqf sont les symboles d’un
groupe de transformations conformes @ r paramétres.

Cela étant, nous allons considérer la condition pour que I'espace admette
une transformation infinitésimale conforme # = x% + &4 Qt.

D’abord, on doit avoir

Xgw= ey.;v + Ev;u = 2¢gp.u.

Des équations (4.4), on obtient
(4.34) X (XY = oy + 0 b — 81 g,
ol nous avons posé du = 9 $/0x¥ et ¢t = glod, .

En portant (4.34) dans (4.5), on trouve
435)  XRwu=— Buv 0a — Busw s + gubl e — Zuudls).

En contractant ici par rapport aux indices 1 et w, on trouve
(4.36) XRu = — (n — 2) $u;v — guspie,
ou Rw (= R%w.) désigne le tenseur de Ricci.

Cela étant, en contractant g* 3 (4.36), on obtient
(4.37) & XRw = — 2(n—1) ¢/a.

Mais, on a, d’autre part,

& XRw = X (g" Rp) — (X g*) Rw
et
Xgw = —24gmv,
Donc, on a, de (4.37),
XR + 26R= — 2 (n—1) ¢/ .

ou R désigne le scalaire de courbure de l'espace. En portant

- ¢‘.’la = 'w%:f)(XR + 2¢R)
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dans (4.36), on obtient
XRp.v= - (n-2)¢ wu+ B XR+ 2¢gy.uR

2(n—1)
o (— 4 X@w Ry
= (n 2)¢#.V+ 2(72'—1)'
d’olt
(4.38) XM = Bu; v,
ou nous avons posé
(4.39) o = — Bw g R

n—-2173 n—1) (n—2) *
En substituant (4.38) dans (4.35) et en remarquant que
8w ¢?~ = guw g (XIT)
= guw X (gllow) — guw (Xgho) 10w
2w X (@4 T10w) + 268w g% I3
g X (g low) + (Xgw) g%
X (gw g1 as),

i

i

on obtient .
(4.40) XC e =05
C? we désignant le tenseur conforme de courbure de M. H. Weyl:
44) Clw= R+ %6 — 1% 8 + g IThew — guo T,
ou
Iy = g 1.
Pour trouver la condition d’intégrabilité de (4.38), portons (4.38) dans
I'identité
Buivio — s wv = — P2 R-luw,
alors on trouvera
(4.42) (XY w — (XIT0);0 = — 62 R .
Mais on a, d’autre part,
X(Mw; o) — XY e = —Mow X (i} — Moa X i),
d’ou
X (I ;0 — Ty ) — (XM ), 0 — (XM e); ]
= — IT% X{pe} + Mo X{0}
= — 2 (1% h— 1% O + g ITheu — guu ITX).
Donc, les équations (4.38) nous donnent

(443) XC'?um = — ¢1 d;um,
ou nous avons posé
(4.44) Cop.vu =17 2.U;w — 17 (;)Lw; Ve

Pour trouver encore les conditions d’intégrabilité, portons (4.43) dans
TI'identité
X (Chuns &) — X(Clonwa
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= Cls X {do} — ClavuX {fe} ~ Cliow X} — Chia X {u},
alors on obtiendra
(4.45) X(Clunie) = —2Cluuds +......
ou le second member ne contient que ¢, et Cl.,m.
Portons ensuite (4.43) et (4.34) dans l'identité
X (Cop; 0) — (X Gpv; o)
= — Clave X{3a} — Cluaw X (Lo} — Clua X (o},
alors on obtiendra
X (C?nuu; ) = — ¢l: odnw - ¢l C-lnvu;g -3 C?p.wv ¢q +...... ,
d’'ot
446) X (Clwe:o) = — KIT) Cruve — $2 Clive; 0 — 3 Chuve b + ...
ou les termes indiqués par les points de suspension ne contiennent que ¢,
Qu et C?,w...
Nous pouvons continuer ainsi de suite.
Cela étant, pour que 'espace admette une transformation infinitésimale
conforme, il faut et il suffit que le systéme d’équations différentielles
(i) &u=E
ar Eii) v = — Rhuul® + 0h 6y + 08 $u —gie fu g,
@D Gy g0 = 42,
(V) Buv=E Mo, a + E8Tlo + E% TR,
avec les conditions
(4.48) Euv + Sup = 208w, Ew = Gna E?u)
admette les solutions &, &, ¢ et da
Or, la condition d’intégrabilité de (4.47) (i) calculée a I'aide de (4.48) est
(4.47) (ii), et celle de (4.47) (iv) est satisfaite & cause de la symétrie par rap-
port aux s et v des équations (4.47) (iv).

Comme nous .avons calculé, on tire, comme les conditions d’intégrabilité
de (4.47),

X Chovw = 0,
X C?,w., = —da dnvu,
449) X Chuua = — 2 Cf,w.ys., + o )
X Couu;o = — (X 1T3e) Chve — $1 Chivwis — 3 Cluve o - evesy

Donc, nous avons le
Théoreme 10: Pour que Pespace admette une transformation infinitésimale
conforme, il faut et il suffit que les équations (4.48) et (4.49) soient algébrique-
ment compatibles par rapport aux &, &', & et da.

Cela étant, nous allons chercher la condition nécessaire et suffisante pour
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que les équations (4.47) soient complétement intégrables, soit, pour que les-
pace admette un groupe de transformations conformes d’ordre maximum.

Pour cela, il faut et il suffit qu’on ait
450) X Chuw = &* Clovwra— & o Clhue + 8% 4 Cave

+ etu dp.au + E":-o duua. = 0,
et
(461) X Cluvw = §* Cluve; a — &% Clave — €5 v Cow — €% 0 Cluva = — 2 Chuve
identiquement pour n’importe quels 6‘ s 5‘ u €t @1 satisfaisant aux
Evt+bup= 2¢gp.u.
De Péuation (4.51), -nous obtenons d’abord

452) i =0

et

453) Cluw =0,
Si # >3, de (4.53), on obtient

4549 Cuve = 0.

Si # = 3, de (4.51), on trouve
2% (% Clavee + 00 Clis + 8 Copva) €ar = 0.
Pour que ces équations soient valables pour n'importe quels &sr satisfai-
sant aux £ + &vg = 26 gsr, on doit avoir®
2% Bn Cluw + 00 Couae + 0% Cluva)
— 2% (Jh Clav + & Copaw + 0% Coua) = 0,
Qor g°F (5’;:. Cluve + 8, C?p.au + 00 C?p.ua) =0,
d’ol
(4.55) Cune = 0.
Donc, nous avons le
Théoreme 11: Pour quw'un espace de Riemann admette un groupe de trans-
formations conformes d’ordre maximum W)—, il faut et il suffit que
Pespace soit conforme ¢ un espace euclidien.

(1) Pour que P'équation CA" gy = 0 soit valable pour n’importe quel €gr satisfaisant
a &8y + &rg = 2¢ ggr, on doit avoir
CB8Y (Bgr + §rg) + CBY (8ar — &rp) = 0,
d’'ou
26 CAY gar -+ CBY (§pr — §vg) = 0
pour n’importe quel &gr — &rg, dot
CBrggr =0 et CBY =Cr8.



