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33. Quelques rernarques sur les group,s de transfor-

mations dans les espaces connexion lineaires

Par Kentaro Ygo et Yasuro TOMONaGg.

Insti:ut Mathmatique, Univeit Impriale dh Tokyo.

(Comm. by S. KAKt.:VA, M. . A., 3une 12, 1946.)

4. Transformations conformes darts les estates de Riemann.
Dans un espace de Riemann Vn dont la orme quadratique diffrentille

fondamentale t donne par

(4.1) ds gdxdx
considrons une trsformation infinitsimale

qui dplace chaque point (x de Vn en un autre point (a) du mme es-
pace infiniment voisin de (x ), 3t tt une constante infinitsimale.

On sait que le tseur fondamental g, les symboles de Chritoffel {}
et le tenseur de courbure R, subissent, pendant cette trsformation in-

finitsimale les chgements respectivement donns par

(4.3) Dg. (Xg.) t ( g.; +
(4.4) D{} (X{}) e)t [(Xga); +

( + R. -) t,

(4.5) DR. (XR,.) ,;t =[(X});.--

oh $ dsie les composantes covarimtes du vecteur a et le point-rgule

la drivde covariante p rapport aux symboles de Christoffel {}.
En gnral, la drive de Lie d’une densitd, T p exempte, du poids

sera ddfinie par

(4.6) DT, (XT) t

ou la rle dsigne la drive ptie!le ordinaire. I1 t remquer que
la drive de Lie (4.6) est indpendte de la mtrique de l’pace et p
suite de la connexion affine de l’espace, mais on peut ai rire (4.6) sous
une forme tensorielle"

(4.7) DT (X) 3t

(1) Les Notes I, II, et III ont dt( publies dans ces Proc., 20 (1946), 41-47; 67-72;
167-172.
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[ T.,.; -- ;: T..+;; T..+ ; ; ] 3t.
Or, l’angle entre deux directions dx et 3x dtant donnd p

cos 0
g,dx Jx

,:g dx’ dx /g 3x’ 3x
si la trsformafion infinitdsimale (4. 2) ne chge pas l’gle entre deux

dections, on dit qu’elle dfinit une transformation itsimale conforme
de respace. Comme ron a

Ddx O,
si la trsformatn infinitsimale 0.2) ne change pas cos O, on dolt avoir

(Dg) dx 3x 2g, dxt,. x
po n’importe quelles directions dx et 3x Done, nous avons le

Thoreme 1" Pour qu’un espace de Riemann admette une transformation in-

finitsimale confrme (4.2, il faut et il s,t qu’on art

(4.8) Dg 2g, )t ou Xg., : + : 2g.
La drive de Lie de la densit g (qui est le d&ermint Iorm avec les

g) du poids 2 &t, d’aprs la formule (4.7), donne p

nous avons
(4.9) Og 2n figt ou Xg 2nff g,

-0-x-- (’) 0

grace aux relations

et

;a 2 g(: + r:, ) n.
Cela &ant, introduisons la densitd tensorielle G de M.T.Y. ThomasX

ddfinie par

(4.10) G, g,lg--.
En appliqut l’oprateur D (4.10)et en tenant compte de (4.8) et de

(4.9), on trouve
1xG (xg) ,- W g,’ (Xg) +

26 26 O.
Donc, nous avons le

Tkor$me 2" Pour q’un espace de Riemann admelte une trans]ormation in-

finitesima& coorme (4.2), i! faut et il suffit qu’on ait

(4.11) DG-: 0 ou XG,=0,

(1) T.Y. Thomas Differertial invariants o gacralized paces. Cambridge Univer-.
iW Pr, 1934.
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XG tant donn par
(4.12) X Gt G,, + . 2G,, + , G -n-- Gt, ,.

Si ron ddsigne par deux-points la ddrivde covariante formelle par rapport

aux symboles K ddfinis par

on obtient
2

(4.13) XG (G
Or, nous allons ddmontrer le thdorme suivant"

Thorne 3: Pour qu’ une transformation infinitsimale (4.2) change chaque
cercle conforme de l’espace de Riemann en un autre cercle conforme, il faut et
il suffit que la transformation infinitdsimate (4.2) soit conforme.

Un cercle conforme d’un espace de Riemann est dfini par les dquations

diffdrentielles

(4.14) 3xa dx (g, 32x 3x Ho dx dx ) dx
ds +-- ds ds ds ds + Ou O,

o e3/ds dsigne la drive eovite le long de la cobe p rappo a
symbol de Christoffel {}, II et I1 1 tenses

(4.15) II R g, R
n--2 + 2(n--1)(n--2) et ll=*ll

respectivement, R et R tt le tense de Ricci et le scalaire de l’pace
de Riemn rdspectivement.

Or, si i’on effectue une transformation infinitdsimale (4.2), un cercle con-
forme sera changd en une autre courbe =x (s)+$ (x(s))3t.

Nous allons chercher la condition ndcessaire et suffisante pottr que la
courbe dcrite par x soit aussi un cercle conforme, c’est--dire la condition
pour qu’on ait toujours

33 d, (g, () e},, 2 d’ du ’(4.16) d$ -b ---d- d2 d2 llu (y)
d dg )
dy.u+ u, (e)--- 0,

toutes lois qu’on ait (4.14), i dtant ddfini par
(.7) d- g ()d dx-Cel &ant, en calculant d

ds’
3’Yc d’ dye#

(1) S. Sasaki"

ds ds dg" + {u}
ds" ds

Geometry of the conformal connexion. Science Reports o(the V6ho-
ku Imperial University, Series 1, Vol. XXIX, No. 2, (1940), p. 219-267,
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on trouve successivement
d 30 dx(4as) -3= as’

a x --- dx dx0.19) d# --- ds ds

(.2o) a t) --S + 3 (x{ Xs dX,ds
__x dx
ds ds ds

Il dit 1 valeurs de {t alues au oint .
D quations (4.18) et (4.19), nous avons

2 d x dx F 3x dxU(4) g. () g. (x) s es + _(xg) s s
dx dxa dxv ]+ g.({) s es es 3t,

et
3 3 3x 3x [ x. x(4.22) gv () ds ds g#v (x) ds d- + -(Xg) d# ds

x v dx+ 2gw (X{}) ds

D’autre pt, on a, de (4.7),

d’

et p eons6quent
dg
=1+ 1 dx dx 3t.- -(Xg,) ds ds(4.23)

De cette relation, on d6rive

d2 [ dx’(4.24) -ds.= (Xg,,);, ds
et

d d [1/2 dx(’) -N (xg)... ds

dx d

dxv
ds ds

32x’ dx ] 3t+ (XgtO ds. ds

2x dxu- (Xgu) dg ds 3t.

ds ’--ds et -ds--6tant respectivement donns par

d
dT ds
d d

ds

a ds ds" ds
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Fxa. ds 3 ds ds ds ds ds

k ds: kds.: k) k ds
le premier membre de (4.16) pe &re dcrit comme

’ d [g 7 ---11:() d d] d
d ( ds dz dg dg + () dg

d d
1 dg, ) ds dsz di

k dsl

ds 3 d d ds

ds" k ds / k ds l

d d d d dS (dg() ds ds ds g (x) ds ds ds k

En y porter (.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), (4.24) et (4.25), on

trouve

d,+ () d d
I1, () dg dg + dg

[ {3x dx x x o dx dx( + , t) a: + (e a: : as as

n dx I dxS dx dx" xg dx d+ ,,/+ {(x{) :. as as as + 3 (x{)) as as +(Xtl)
+ (xe,,) I1 dXds dXds dxds } t

.x { dx dx dx" x dx } td (Xg);. ds + (Xgs) ds ds

dxa t. x dx dxa xs tx+ izg1{a}) as as + (xg,, ass ass
dx dx x x(XgO ds as g J at

dx d (Xg) dx dx dx" + (Xg) x xu
$tas as ,_ as as as c--a: ,

dxa {(Xgs) dxs dx dx" + 2 (Xgs) d2xs dx 52x J2x
ds ds ds ga
dx o dx dx

]"
Pour qn’ cercle conforme soit toujos sform en autre cercle

conforme, on dolt avok
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+ (Xg,,)Hdx dxn dx 3 J’x { (Xgu);. dx dx
ds ds ds , ds ds ds

2z dz d+ (Xg) ds2- ds + O,

d’oh, contractt g, on obtient

Ox dx dx dx" x x dx

+ o(X)2x dx dx dx x dx
ds ds +(Xga) ds ds ds

3 ga ds ds (Xg) ;. ds ds ds + (Xg) ds ds
dx 2Cette 6uation devant tre satisfaite p n’importe quels et sa-

O2x dxtisfaist aux g ds ds 0, on en trovve

Done, la trsformation infinit6simale dolt tre eonforme. Invermt
si la trsformation finit&imale t e6nforme, il t 6dt qu’ eele-
eonforme t trsorm6 en autre eele conforme, done, le thorme
qution est d6montr6.
la 6tt, si l’on choit syst6me de coordonns ds lequel on a

a j, les 6quations (4.8) deviennt
Xg g, 2g,

d’o

(4.26) g a (x, x xn )f (x, x xn ).
Done, nous avons le

Thorme 4 Pour q,u’un eace de Riemann admette une transfmation in-

finitsimale conforme, il faut et il sut qu’il existe un stome de cdones
darts lequel les composantes du teeur loamental sont ikpendant d’une
des variables un facteur prs.

Si l’on ehoisit un tel systme de eoordonn6es, les 6quations (4.11) devien-

(4.27) xG G, 0.

Done, nous avons le
Thorme 5" Pour qu’un espace de Riemann admette une translmation in-
finitsimale conforme, il faut et il suffit qu’il existe un stme de conde-
nses dans lequel les composantes de !la densff ]ondamentale st
dantes d’une des variables x ).

(1) S. Sasaki, loc. cit., p. 232.
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Si un espace de Riemann admet une transformation infinitdsimale con-

forme (4.2), et siron choisit un systme de coordonndes tel qu’on ait =01,

alors, les rapports des g ou ies fonctions G ue se changent pas par la
transformation finie donne par

(4.28) 21 x + t, .a xa (a 2, 3, n).
Donc, nous avons les

Thor$me 6" Si un espace de Riemann admet une transformation infinitbsi.
male conforme, il admet aussi un groupe de transformations con]ormes un
paramre engendr$ par cette transformation infinitsimale conforme.tt
Thorme 7" Pour qu’un espace de Riemann admette un groupe de transfor-
mations conformes dun param$tre, il faut et il suffit qu’il existe un syst$me de
coordonn$es dons lequel les compasantes du tenseur fondff.mental sont indpen-

dantes d’une des variable x d un facteur pros, ou les composantes de la den-
sit fon’damentale sbnt ind$pedants d’une des variables x

Cela tant, considrons, dans un espace de Riemann, r transformations
infinitsimales conformes
(4.29) x + t (a, b, c, 1, 2, r)
indpendantes les unes des autres. Alors on aura

(4.30) (Xb X )gl Xbcgtv,
oh

Xag 2ag
et Xbc ddsigne le symbole dfini par le vecteur

En calculant (X X, )gv, on trouve

(Xb,Xc ) gr Xb Xc g$v Xc Xb g$v

Xb(g) X, (2g)
2(Xbc)g+ 2cXbgv--2(Xc#b)gv--2#bXcg
2(Xb #)g +, g 2(X, #b)

(1) S. Sasaki, loc. cir., p. 232.
(2) Voir la premiere Note.
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Donc, si ron a Xa G O, on en obtient XbcG O, et on a le
Thoreme 8 Si Xa f sont les symboles de groupes de transformations conformes
un pararndtre, (Xb Xc )f sont aussi les symboles des groules de lransforma-

lions conformes un laramtre.
Si Xaf sont les symboles d’tm ensemble complet de r groupes de trans-

formations conformes t un paramtre, on a

et par consequent, on trouve, de (4.30),
(4.32) (X Xc )g c#c Xa g,
et, de (4.3),

(4.33) (Xb Xc )G ca Xa G..
Donc, on a

Thorrne 9 Si Xaf sont les syrnboles d’un ensemble comlffet de r grogtes de

transformations conformes
groul)e de transformations conformes d r l)aramtres.

Cela 6rant, nous allons consid6rer la condition pour que respace admette

une transformation infmit6simale conforme d xa + $ t.
D’abord, on doit avoir

Des 6quations (4.4), on obtient

(4.a4) x +
oh nous avons pos6 /Ox et g.

En portant (4.34) dans (4.5), on trouve

En contractant ici par rapport aux indices l et w, on trouve

(4.36) XR (n 2) ; g,
ou Ru (= R.u) d6signe le tenseur de Ricci.

Cela 6tant, en contractant gu (4.36), on obtient

(4.37) gu XRau 2 (n--l).
Mais, on a, d,’autre part,

gXR X(gR) (Xg)R
et

Xg 2gs.
Donc, on a, de (4.37),

XR + 2 R=
off R dsigne le scalaire de courbure de l’espace.

1; 2 (n--l)(XR + 2R)

En portant
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dans (4.36), on obtient

XR= (n--2) : 4- g’ XR 4- 2g, R
2(n i)

X(g, ’(n-2) ; + 2 (n )

oh nous avons pos6

(4.39) /-lu g R
2(n’l) (n-)

En substituant (4.38) ds (4.35) et en remqut que

g g

on obtient

(4.40) X C. v, 0,

O , dsit le tenseur conforme de courbure de M.H. Weyl"

(.4) c. R
off

Pour trouver la condition d’intgrabilit de (4.38), port,s (4.38) ds
l’identit

alors on trouvera

Mais on a, d’autre pa,

d’o

rL x{;.} + nL x;}

Donc, les 6quations (4.38) nous donnent
(.) xc.. ,
ou nous avons pos6

(.) c. 0

Pour trouver core 1 conditions d’Mtabilit6, poons (4.43) ds
l’identit6
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=c.,,.xo c..x :,o c,,.x c.,,x ...,
alors on obtiendra

(4.) X (C.; ,) 2 C. +
ou le cond mr ne contient que a, et

Portons ensuite (4.4B) et (4.34) ds ridentit

x(d.: ) (x.:,)

alors on obtidra

x:,) :,. c.:, c?. , +
d’o5
(.) x (c.: ,) ,)c,. c.: , c., +
ou 1 termes diquds p 1 pots de suspension ne contint que ,
g et

Nous pouvons contuer asi de suite.

Cela dtt, po que l’espace admette e trsformation fiaitdsimale
conforme, il fa et il suffit que le systme d’dquations diffdrentielles

(4.47) iii) ; ,
a 0 0

av l condions

admette 1 solutions a, , et a., la condition d’tdgrabilit de (4.47) (i) calculde raide de (4.) t
(4.47) (ii), et celle de (4.47) (iv) est satisfaite cause de la ymdte p rap-
port aux Z et des dquations (4.47) (iv).

Comme nous .avons calculd, on tire, comme les conditions d’intdgtabilit6
de (4.47),

X C. 0,

c?. , c.,
(4.49) .; 2 a,, +

c..; )a. c.:, c. +

Donc, nous avons le
Thor$me 10: Pour qe l’espace admette une trafmation infinitsimale
conferee, il faut et il sut que les quations (4.48)t (4.49) soient algbrique-

ment compatibles par rapport aux , , et .
Cela tant, nous allons chercher la condition nere et suffisante po
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que les quations (4.47) soient compltement intgrables, soit, pour que l’es-
pace admette un groupe de transformations conformes d’ordre maximum.

Pour cela, il faut et il suilit qu’on ait

(4.50) X C.. C..: C.. /:
+ ,. +., o,

identiquement pour n’importe quels , , et f satisfaisant aux

D.e ruation (4.51),.no,us obtermns d’abord
(4.52) C...:. 0

.) c.,. 0.

Si )> 3, de (4.53), on obtient

Si 3, de (4.51), on trouve

Pour ClUe ces quations soient valables pour r’importe quels $r satisfai-
sant aux #r + & 2gr, on doit avoirm

d’o/

(4.55) c?... 0.
Donc, nous’ avoner le

Tk$oreme 11 Pour qu’g esJ)ace de tiemann admette tn groul)e de trans-
formations coformes d’ordre maximum (.+1)(+2) il faut et il sgt que2
t’espace soit coforme d un esibace etlidie.

(1) Pour que l’quation Carr _-0 soit valable pour n’importe quel #r satisfaisant
r -t- Sra 2gr, on doit avoir

Car (tr + ra) + C#r (ar ra) O,
d’ot

Carear + Car (ar -ra) 0
pour n’importe quel tar- ra, d’ofr

ctrgr:0 et C#r:Cra.


