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3. uelques rema/ues sur les groupes de transfor-
mations dans les espaces connexion linaire III.1

Par Kentaro YANO.
Institu Mathmatique, Universit Imria de Tokyo.

(Comm. by S. KAKKYA, M. . A., June 12, 19.)

3. Mouvements et collinations anes darts les eaces de Riemann;

Prenons un espace de Riemann Vn dont la forme quadratique diffren-
tielle t doe p
0.1) d gdx dx
et considrons, ds eet paee, une trsformation infinifsimale

(3.2) x + $ (x)St
qui dplace chaque point (x ) de l’espaee en un autre pot ) de l’espace
infinimt vois de (x ).

Nous avons vu, ds Chapitre 1, que tenseur fondamental g, subit,

pendt cette transformation infinitsimale, un ehgemt do p
g + g,] $t,

ou

(3.3) Dg, [;=+ $: ] 3t,
off , dsignent les compost covarites du vecteur de dplacement et

le point-virile indique la deve covariante par rapport aux symbol de

Christoffel {} form,s av les g.
Nous appellerons l’pace dform l’espace de Riemn dora le t-

seur fondamental t defini p

(3.4) g () g() + Dg,.
Si l’on dsigne p } 1 symboles de Chstoffel form,s av 1 com-

posites g,(x) du tenseur dform, soit, si l’on pose

{2} g’ (g,, + g, g. ).
on en obtient}

(3.5) {} {} + g[(Dg): + (Dg);- (Dg); ],
off la virile dsie la drive partielle. s formul (3.5)peuvent tre
aussi obtenues de la manire suivte"

(1) La premiere et la deuxime Notes portant le mme titre ont t publies dans
ces Proc., 22 (1946), 41-47, 67-72.

(2) K. Yano: Sur la theorie des dSformations infinitsimales. Journal of the Fa-
culty, Imperial University of Tokyo. (sous presse), 2, (4). Ce Mmoire sera, dans la
suite, cite par T. D. I.
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En ce qui concerne l’oprateur de la drive covariante et celui de la
dformation infinitsimale, on a, en gnral,)

D(T.,;.) (DT.,);. T., (D{.}) T. a (D{,}) T. (D{:.}),,
En appliquant ces formules au tenseur fondamental g, on trouve

D (g:.)-- (Dg);. g (D{.) --g(D{}),
d’oh, en tenant compte de g:.=0, on obtient

(3.6) (Dg);. g, (D{.)) +g(D(.)).
En rsolvant ces quations par rapport D{g}, on trouve

(3.7) D{} 1/2 ga [(Dg); + (Dg); (Dg,); ].
Or, si la d4formation infinit4simale (3.2) ne change pas le ds de i’egpace,

on dit lu’elle dfinit un mouvement infinit4simal.
Comme on a

(3.8) Ddx
si la dformation infinitsirnale (3.2) ne change pas le ds, on a

D ds (Dg)dx dx 0
pour n’importe quelle direction dx Donc, nous avons le
Thorme 1" Pour qu’un espace de Riemann admette gn mouvement infini-
tesimal (3.2), il faut et il sut qu:on air

(3.9) Dg, 0 ou Xg, : + ;, O.
Si 1’on choisit un systme de coordormges dans lequet on a Sa , les

quations (3.9) deviennent

Xg g.. 0.
Donc, les g sont indpendantes de x, et on ale
Thorme 2: Pour qu’un e,space d Riemann admette un mouement inflni:
tsimal, il faut et il sufj qu’il ist un systOme d coordonnes dans lequd
les composantes du tenseur fondamental sont indpendantes d’une des variables

S’il enest ains, es composantes g ne change pas par la transforma,

tion finie donne par

x + t, x x (a---2,& n).
Donc, nous avons les
Thorme 3 Si un espace de Riemann admet un mouement infinitesimal, il

admet auss un groupe de mounements dun paramtre engendr par ce moune-
ment infinitesimal.
Th$oreme 4: Pour qu’un e,ace de Riemann admette un groupe de mouse-
merits un parametre, il faut et il sujSt qu’il existe un systome de coordonnes
darts lequel les composantes du tenseur fondamental sont indpendantes d’une

(1) T.D,I., 2, (3). (2) T.D.I., 2, (1).
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des variables x
Or, les dquations (3.7) nous donnent le

Thorme 5 :. Si un espace de Riemann admet un mouvement ifinitsimal, il

admet une collination affine in.finitsimale. S’il adrnet un groupe de mouve.
merits un paramtre, il admet un groupe de colHnations affines d un para-
mtre.

Cela dtant, considdrons, dans un espace de Riemann, r mouvemems in-

finitdsimau

x x +t (a, b, c, 1, 2,..., r)
ind6pendantes les unes des autres. Alors on aura
O.10) (X X ) g Xg,
o Xbe ddsigne le symbole ddfini par le vecteur

Done, on ale
Tlorbme 6: Si Xf sont les symboles de r groupes de mouvements un Para-
mdtre, (Xn X) f sont aussi les symboles des groupes de mouvements fi un para-
mtre.

Si Xf sont les symboles d’un ensemble complet de r groupes de trans-
formations un paramtre, on a

C" .a.l

et par consequent, on trouve, de (3.10),
(3.D (x x )g c:x, g,.
Done, on.a le
Thorme 7: Si Xaf sont les symboles d’un ensemble complet de r groupes de
mouvements g un paramtre, les Xaf sont les symboles d’un groupe de mouve-
merits r aramtres.

Cela tant, nous allons considrer les conditions d’intgrabilit de qua-
cions

Xg. + O.
Les dquations (3.7) nous donnent

x(L} =0,
d’oa

XR.. O, X(Ra. .:) O,
Donc, nous avons le
Th$oreme 8 Pour qu’un espace de Riemann admette un groupe Xf de mouve-
merits, il faut et il sufflt qu’il admette un groupe de transformations qui con-
servent les symboles de Christoffel, le teneur de courbure et ses drives covariantes
successives.

(1) Voir la premiere Note.
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Cela tant, nous allons considrer les conditions d’intgrabilit complte
des quation. diffrentielles Xg, O. Des quations Xg,, : : O,
on tire

.: +R, O,

Done, les conditions d’intgrabitit complete de X 0 sont

po n’importe quel et pour .; satisfaisant h ; =--; a.
nc, on a d’abord

et ensuite

d’ofi

3 R. + R?. 3 ] RL,, 3 + R?3] 0.
En contractant par rapport 2 et t,"on trouve

1

Done, l’espace t espaee projtif h un espace euclidi, doric, d’aprs
thor&me bien co--u, on peut en concle que notre pace t de cob-

ble constmte et p consequent

R R

Ds ee eas, on peut donner le valeur initial de

arbitrairement, done, 1 solutions eontiennent n + _n (n--l)= n (n + 1)
constantes arbitraires. Done, on a le
Thin,me 9" Pour qu’un espace de Riemann admtte un groupe de mve.

1ments d’dre maximum n(n+l),
un espace de courbure constante.
la tt, considrons un pace d’Einste, alors on aa

R tt e constte. En appliut l’oprateur X h e quations, on
trouve

Doric, on obtient le
ThorOme 10: Dans un espace d’Einstein, .si une trafmation initsimale
conserve le tenseur de Ricci, rile est un mouvement infinitdsimal.

Un pace de cobure constte tt pace d’Este, on trouve,



No. 6.] Quelques remarques sur les groupes de transformations.

comme un colloraire de ce Thorme, le
Thorme 11" Dans un espace de courbure constante, une transformation in-

finitsimale qui conserve le tenseur de courbure est un movement infinitesimal.
Or, supposons qu’un espace de Riemn admette un oupe de collin-

ations anes r (n (n+l)) param&tres et dsiohs par Xaf
symoles du groupe. Alors on aura

(m x)f ’c Xf,

On se demande si ce goupe contit un sous-oupe qui est un oupe
de mouvements. La condition neaire et susante pour qu’il en soit ainsi

t qu’iI existe r constantes ca telles que Xf=ca Xaf t Un mouvement, soit
xg : (xg) 0.

Donc, il est tom d’abord ngcessMre que le rang de la mmrice Xa gz r
lignes et n(n+l) colonn soit moins que r.

Inversement, si le rg s de la mmrice Xag t moins que r, on ut
trouver r-s fonctions # (x) lin6Mrement ind6pendt tell qu’on
(3.12) # (X g) 0, (L j, k, 1, 2 r--s).

En prenant la dgriv6e covariante de ces quations, on trouve

(3.13) .. (Xa g) O,

Ace aux 6quations

(X g);. 0
t6es des identit6s

Donc, #. doivent tre des combinaisons lin6air d #, d’oh
(3.14) #.. 7
dont 1 conditions d’int6abilit6 sont

Or, s’il existe des fonctions fi telMs que

oien d contte, e ope de coHafion an cnfi un ou-
oupe de mouvemem. Pou que le : oient de conte, nouo devon
avoi

(t. +] A.) # 0,
d’ofl

c est-a-dre, les fonctions fi doivent satisfaire ces quations. Mais les con-
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ditions d’intdgrabilitd de ces dquations sont prisdment (3.15). Donc, nous

avons le
Thorme 12: Pou qu’un groupe de collinations affines ? r parametres d’un
espace de Riemann contienne un sous-groupe de mouvements, il faut et il suf-
fit que le rang de la matrice Xag d r lignes et n(n / 1) colonnes soit in-

frieur que r.


