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1. Le cas oh le groupe d’ho!onomie fixe une direction ou un point.

Nous allons tout d’abord rappeler rapidement les r4sultats eja

obtenus sur la structure des espaces de Riemann dont le groupe
d’holonomie fixe une direction ou un point.

A chaque point M d’un espace de Riemann dont la forme fonda-
mentale est

(1. 1) ds=g,,.fix"dx, (a, fl, ..., , , ...--1, 2, ..., n)
attac.ons un repere mobile form4 par n vecteurs e unitaires et
orthogonaux l’un l’autre. Alors la connexion euclidiene sans torsion
de l’espace de Riemann s’exprime par

dM--oJe,(1. 2)
t de.----o;e.

(. 3) ds=(,,) +(o,) +... +(o,")
et

(1. 4)
Si le groupe d’holonomie de i’espace fixe une direction, on prend le
premier vecteut" unitair e dans cette direction. Alors, on doit avoir
de=0, et par cons4quent

(1. 5) o=--o=0 (i=2, 3 n)
Donc, les 4quations de structure
(]. 6)

nous donnent

et pa conse(luent, l’(quation
(1. 8) o’=0

est completement int4grable. Donc, il existe une famille des
hypersurfaces dont les normales el sont toujours parallhles, c’est--
dire, une famille des c1 hypersurfaces totalement g4oddsiques dont
les t’ajectoires orthogonales sont ggod4siques. Inversement, s’il
existe, dans l’espace, une telle famille des hypersurfaces, il est
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6vident que les normales unitaires k ces hypersurfaces donnent un
champ de vecteur parallhle, et par cons6quent le groupe d’holononfie
de l’espace fixe cettc direction.

Nous avons ainsi le
THIORME 1" Si le g’oupe d’holonomie d’un espaee de Riemann

xe une direction, il existe, dans l’espace, une famille de hyper-
.o,urfaces tota!ement geodeique dont les trajeetoires orthogonales sont
geodesiques. La tee@toque est aussi raie.

Dans ce cas, si l’on prend un systhme de coordonnes dans lequel
les hypersurfaces sont repr6sentges par x=constante et les trajectoires
orthogonales par x=constantes, x tant la longueur d’arc mesure
le long de chaque trajectoire, la forme fondamentale de l’espace s’crit

(1. 9) ds=(dz)+g()dxdx. (i, j, k=2, 3, n)
lciproquement, s’il existe un systeme de coordonnges dans lequel la
forme fondamentale prend cette forme, x=constante reprsente une
famille des hypersurfaces totalement geodsiques et x--constantes
leurs trajectoires orthogonales qui sont goddsiques de l’espace. Par
consequent, le groupe d’holonomie de l’espace fixe une direction. Donc,
nous avons le

THIOR]ME 2" Pouf que le gvoupe d’holonomie d’un espaee de
Riemann fie ue direction, il faut et il sflit qu’il eiste un systeme
de coordonnees dans leque la forme fondcmente pren4 la brme (1.9).

Cela dit, dans un tel systeme de coordonn6es, on a
eo1 d1,

et par consequent
d(M--x,e)=oe--de--o e,

ce qui nous montre que la variation du point M--.e, situd sur le
vecteur e, est dans la direction orthogonale cette direction, par
consequent le groupe d’holonomie de l’ezpace fixe l’hyperplan orthogonal

eette direction et passant par le point M--xe, donc il fixe tous les
hyperplans orthogonaux eette direction. La rdciproque tant vidente,
nous avons le

THtORME 3" Si le g’oupe d’holonomie d’un espaee de Riemann
fixe une direction, il fixe dussi une famille de (3<31 hyperplans tozt
pa’alleles entre elles, la reeiproque etant aussi vraie.

Supposons cette lois que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemann fixe un point. En prenant un repere mobile par rapport
auquel ce point est dsign par M+ae, on a

(1. 10) d(M+ae)=(o)da +a(o)e=O,
d’ou

(1. 11) o +da 3 +ao=O.
Done, les dquations de srueure (1. 6) nous donnent

(l)=[]=[II= o;’ " =,,
a

integrable.et par consequent, l’quation o=0 est completement
Doric, il existe une famille des hypersurfaces dont les normales e
sont concourantes, c est-a-dre, une famille des hypersurfaces totale-
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ment ombiliqudes et dont la courbure moyenne est constante, les
trajectoires orthogonales tant gdodsiques. Inversement, s’il existe,
dans l’espace, une telle famille des c hypersurfaces, il est vident
que les normales unitaires ces hypersurfaces donnent un champ de
vecteur concourant, et par consequent le groupe d’holonomie de l’espace
fixe un point. Nous avons ainsi le

THIOREME 4" Si le g’oupe d’holonomie d’un espace de Riemann
fixe un point, il existe, dans l’epace, une famille des c hypersur(aces
totlee.nt ombilique et dont la courbure moyenne est constante, les
ra,jectoires arthogona.es tant geodesiques. La rgciproque est assi vraie.

Dans ce cas, si l’on prend un systeme de coordonnees tout fait
nalogue celui du cas prgcdent, la forme fondamentale de l’espace
s’(crit

(1. 13) ds-(dx)+(xl)g(xi)dxdx.
Recproquement, s’il exist un systeme de coordonnes dans ]equel

]a orme fondamentale prend la forme (1. 13), xi---constante reprdsente
une famille des hypersurfaces totalement ombiliqudes dont la courbure
moyenne est constante et x-constantes leucs trajectoires orthogonales
qui sont geodesques de l’espace. Par consequent, Ie groupe d’holonomie
de l’espace fixe un point. Donc nous avons le.

THEORtME 5 Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemann fixe un point, il faut et il su.t qu’il existe un systme de
coovdonndes dans lequel la forme fonda,mentale prend la forme (1. 13).

2. Le cas o le groupe d’holonomie .fixe une droite.
Supposous que te groupe d’holonomie d’un espace de Riemann fixe

une droite. Si l’on prend un repere mobile dont le premier vecteur
unitaire e est dirigd dans la direction de cette droite et dont le second
e dans la direction de la perpendiculaire abaissde de M " cette droite,
le point arbitraire sur cette droite s’exprime per M+ae+te, t grant
un parametre. D apres le fait que le groupe d’holonomie fixe cette
droite on doit avoir

d(M+ae--te (-da -- aw -- dt 3 -- to)epour n’importe quel t, d’ou
(2. ) o 0,
(2. 2) J’da--aoi-=O.
Les dquations (2. 1) nous montrent que dew-O, donc le r4sultat

du Paragraphe pr4c4dent s’applique, c est-a-dre, il existe une famille
des c hypersurfaces V_ totalement g4od4siques dont les trajectoires
orthogonales sont g4od4siques et par cons4quent ii existe un systme
de coordonnges dans lequel la forme fondamentale est

(2. 3) ds=(dx)+g.(x)dxdx.
Dans ce systeme de coordonndes, on a o--dx

Les dquations (2. 2) nous montrent que

o, ,--j-j,
et par consequent, equation de Pfaff

(.0 0
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est compltement ntgrable. Donc, il existe une famille de hy-
persurfaces *V_ dont les normales sont e. D’autre par, les quations
(2. 2) nous donnent

(2. 4) d(M+ ae)--oe-=de,
ce qui montre que les normales des hypersurfaces *V_ sont concou-
rantes si l’on se d@lace sur *V_ dans la direction orthogonale e.
Donc, nous avons le

THIOR]ME 6’ Si le gvoupe d’holonomie d’un espace de Riemann
.fixe une droite, il existe dans cet espace une fcmille des hypersur-
.faces V_ totalement gdoddsiques et de plus il existe une autre famille
des hypersurfaces V_, orthogoncdes celles de la premiere et dont
les normales sont concourantes si l’on se dgplace, sur *V_, clans la
direction orthogonale normale de celles de la premiere. La rceproque
est aussi vraie.

L’4quation (2. 4) montre que, si l’on ddfinit V_ par x--constante,
le groupe d’holonomie des hypersurface totalement g4odgsiques V-I
fixe le point M+ae. Donc, la forme fondamentale de V_ peut etre
aussi gcrite sous la forme

(2. 5) g(x)dxdx--(dx’)’+()’gq(x)dx’d,
(p ,q, r=3, 4, n).

Donc, en substituant (2. 5)dans (2. 3), nous avons
(2. 6) ds--=(dx)--(dx)--(x)gq(x)dxqdx.
Inversement, si la forme fondamentale de l’espace peut s’4crire

sous cette forme, le groupe d’holonomie de l’espace fixe une droite.
Donc, nous avons le

THIORIME 7" Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemann fixe une droite, il faut et il suffit qu’il existe un systme de
coordonndes dans lequel la forme fondamentcde de l’espace peut s’ecrire
sous la forme (2. 6).

REMARQUE Si l’on suppose que le groupe d’holonomie d’un es-
pace de Riemann fixe deux points, il fixe la droit passant par ces deux
points. Inversement, si l’on suppose que le groupe d’holonomie d’un
espace de Riemaffn fixe une droite, le groupe d’holonomie fixe une
direction parallhle cette droite. Mais, d’aprhs le Th4orhme 3 du
paragraphe prdc4dent, si le groupe d’holonomie fixe une droite, il fixe
aussi une hyperplan orthogonal cette droite et par consdquent il fixe
tous les points sur cette droite. Donc la structure de l’espace dont le
groupe d’holonomie fixe deux points est identique celle dont le groupe
d’holonomie fixe une droite.

3. Le ca oct le groupe d’holonomie fixe un plan t un hombre
quelconque de dimensions.

Supposons que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann fixe
un plan m dimensions. Si l’on prend un repere mobile dont les m
premiers vecteurs unitaires e, e, e sont paralleles au plan fixe
par le groupe d’holonomie et orthogonaux l’un l’autre, et dont le
(m--l) e+ dans la direction de la perpendiculaire abaisse de M at
plan, le point sur ce plan peut s’exprimer par M+ae,++tea (a--l,
2, m), t gtant les paramhtres. D’aprs le ait que le groupe
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d’holonomie fixe ce plan, on dolt avoir
d(M+ae.++Ve)--(o+da3+ao gdt32.+t o)e

aea
pour n’importe quels ta, d’oh

(3. O)a (-Oi

(3. 2) wWdaim+1-4- J.aOOm+

oh prend les valeurs re+l, n. Les quations (3. 1) nous
montrent que

dea o)e,,
defimes par e forment unet par consequent que les m-directions

champ parallle de l’espace. De plus, les quations de structure nous
donnent

(O)a)f-- a__

et par cons4quent, les dquations de Pfaff
(0 0

sont completement int4grables. Donc, il existe une famille des
surfaces dont les normales forment un champ de m-direction parallle
et par cons4quent une famille des c surfaces V,_, totalement g4od&
siques. De mme, les (n-m)-directions dhfinies par e &ant champ

/’ mtegrables, il existeparallele, et les equations 0 &ant completement
une famille des c-m surfaces dont les normales forment un champ
de (n-m)-direction parallhle et par cons4quent une famille des
surfaces *V totalement g4od4siques. *V_. et *V sont orthogonaux.
Si l’on prend un systhme de coordonn&s dans lequel ces familles sont
representees par x=constantes et xi=constantes, la forme fondamen-
tale prend la forme

(3. 3) ds2--g(x)dxdx-4-g(xi)dxdx
(a, b, c, 1, 2, m; i, j, k=m+l, n).

D’autre part, les 4quations (3. 2) nous donnent
(3. 4) d(M+ aem+l)--

ce qui montre que le vecteur e+ est concourant si l’on se deplace
sur V_. De plus, les 4quations de structure (1. 6) et les dquations
(3. 2) nous donnent

((_om+l)/--’[O)(_t)re+l-/ m+13
--[09 09 -- [o?, l((o’A-da+)l

et pat" cons&luent, l’dquation de Pfaff
O)
m+l 0

e_t eompleCement intSgrable. Done il exise une famille des c hy-
persuraees *Vn- orthogonales aux V,_,,, et dont la normale es
coneourante si l’on se dplaee dans l’interseeion de V,,_,,, e’ *Vn-,.
Done, nous avons le

THgORgME 8" Si le groupe d’holonomie d’un esp,,ce de Riemann
fixe un plan m dimensions, il existe dan,v l’espace une famille des
c surfaces V_, d n-m dimertsiort to&dement ggodsique’ et un
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famille des oo-’ sur)Caces V, d m dimensions totalement gdoddsiques
et orthogonales d celles de la premiere, et de plus, il existe une autre
famille des 001 hypersurfaces *V-I orthogonales (k celle de la premiere
famille et dont les normales sont concourantes si l’on se ddplace dans
l’intersection de V_, et *V-I. La rciproque est aussi vraie.

Les 4quations (3. 4) nous montrent que le vecteur e+l est con-
courante le long des surfaces totalement g4od4siques V_, donc, en

Sprenant un ysteme de coordonndes convenablement, la forme fonda-
mentale g(x)dxdx’; de V_ prend la forme

(3. 5) gk(xi)dxdx=(dx’+l)+(x’+l)’Zgq(X)dxqdx,
(p, q, r--m+2 n).

En substituant (3. 5) dans (3. 3), on obtient
(3. 6) ds=g(x)dxdx+(dx’+l)+(x’+l)g(x)dxqdx.
Inversement, s’il existe un systhme de coordonndes pour lequel la

forme fondamentale prend la forme (3. 6), le groupe d’holonomie de
l’espace fixe un plan m dimensions, donc, nous avons le.
THtORME 9" Pob que le groupe d’holonomie d’un espace de Rie-

mann fix un plan ; m dimensions, il faut et il suflit qu’il existe un
systme de coordonnes pour lequel la.tbrme fondamentale de l’espae
prend la forme (3. 6).
4. Le cas oit Id groupe d’holonomie fixe m-F1 points. Supposons
que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann fixe m+l points.
D’aprhs la remarque dite la fin du Paragraphe 2, on sait que le
groupe d’holonomie fixe tous les points sur le plan m dimensions
d4termin par ces m-F1 points. Donc, en prenant un repere mobile
out fait analogues h celui du Paragraphe pr4c4dent on doit avoir

(4. 1) d(M-Fae,+-Fte)-=O,
pour n’importe quelles valeurs des t

(4. 2) COa 0,
(4. 3) og-Fda++ +dt =0.aO)m+

Les 4quations (4. 2) nous montrent que dew-’O, c’est--dire que
les vecteurs e sont tous les champs de vecteurs paralleles. De plus,
d’aprs les 4quations

(a) [] [’a] 0,
les formes de Pfaff co sont toutes les differentielles exactes, par con-
sdquent, il existe les fonctions f(x) telles que

o--df(x).
Done, si l’on prend le systme de coordonn4es tel qu’on ait

wa dxa,
ia orme ondamentaie de l’espace sera de la forme

ds=(dx)
(i, .i, It--m+1, n).

D’autre lart, les gquations (4. 3) nous donnent
d(M+aem

ce qui montre que Ie vecteur e+ est concourant le long des surfaces
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V_, dfinies par les 6quations x=constantes.
De plus, en posant 2=b dans les equations (4. 3), on trouve

o)+dt=O, done d’aprs les 6quations

("+)=[w+]= ’ ( +da3++dt) ’+, a
ldquation de Pfaff

(0m+l 0

est compltement intdgrable. Donc, il existe une familles des hy-
persurface *V_ dont les normales sont donndes par e+. I1 va sans
dire que les surfaces V,,_ et les hypersurfaces *V_ sont orthogonales
l’une l’autre.

De plus, les hypersurfaces *V_ contiennent les champs de vecteurs
paralleles e et ses normales e+ sont concourantes dans les directions
orthogonales aux e. Par consdquent, la forme fondamentale de l’espace
doit avoir la forme

(4. 4) ds=(dx)+(dx)+ +(dx)
+(dxm+l) + (xm+1)gqr(x)dxzdx.

Inversement, si la forme fondamentale a la forme (4. 4), ce groupe
d’holonomie de l’espace fixe m+l points. Donc, nous avons le

THORNME 10" Pour que le groupe d’holonomie d’un espaee de
Riemann fi roW1 points, il faut et il sut qu’il existe un systme
de coordonnes par rapport auquel la fondamentale de l’espace prend
la forme (4. 4).


