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§1. Le cas ow le groupe d’holonomie five une direction ou un point.
Nous allons tout d’abord rappeler rapidement les résultats déja
obtenus sur la structure des espaces de Riemann dont le groupe
d’holonomie fixe une direction ou un point.
A chaque point M d’un espace de Riemann dont la forme fonda-
mentale est

(1. 1) as’=g,. dxdx, (a, B, ey A, tt, ...=1,2, ..., n)
attackons un repére mobile formé par n vecteurs e, unitaires et

orthogonaux 'un & Pautre. Alors la connexion euclidiene sans torsion
de l'espace de Riemann s’exprime par

dM=uw’e,,
. 12 de,=wle,,
ou
(1. 8) ds’=(a")* 4 (0*)?+...4(o™)?
et
1. 4) it wi=0

Si le groupe d’holonomie de l'espace fixe une direction, on prend le
premier vecteur unitair e, dans cette direction. Alors, on doit avoir
de,;=0, et par conséquent

(1. 5) wi=—wt=0 (=23, ..., n)
Done, les équations de structure
(1. 6) (0 =[w*w?
nous donnent
1. 7 (") =[w*0l]l=w'vwl]=0
et par conséquent, 1’équation
(1. 8) o!l=0

est completement intégrable. Done, il existe une famille des oo!
hypersurfaces dont les normales e, sont toujours paralleles, c’est-a-
dire. une famille des oo! hypersurfaces totalement géodésiques dont
les trajectoires orthogonales sont géodésiques. Inversement, il
existe, dans l’espace, une telle famille des hypersurfaces, il est
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évident que les normales unitaires a ces hypersurfaces donnent un
champ de vecteur parallele, et par conséquent le groupe d’holonomie
de Pespace fixe cette direction.

Noug avons ainsi le

THEOREME 1: Si le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann
fize une direction, il existe, dans ['espace, une fomille de 0! hyper-
surfaces tolalement geodesiques dont les trajectoires orthogonales sont
geodesiques. La reciproque est aussi vrate.

Dans ce cas, si ’on prend un systéme de coordonnées dans lequel
les hypersurfaces sont représentées par x'=constante et les trajectoires
orthogonales par ax‘=constantes, x' étant la longueur d’arc mesurée
le long de chaque trajectoire, la forme fondamentale de ’espace s’écrit

1. 9 ds’=(dx')?+g(2)dx’de®. (4, J, k=2, 8,...... , n)
Réciproquement, s’il existe un systéme de coordonnées dans lequel la
forme fondamentale prend cette forme, wx'=constante représente une
famille des hypersurfaces totalement geodésiques et x'=constantes
leurs trajectoires orthogonales qui sont géodésiques de 1’espace. Par
conséquent, le groupe d’holonomie de ’espace fixe une direction. Donec,
nous avons le

THEOREME 2: Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemann five une direction, il fout et il suffit qu’il existe un systeme
de coordonnees dans lequel la forme fondamentale prend la forme (1. 9).

Cela dit, dans un tel systéme de coordonnées, on a

o' = dxt,
et par conséquent
d(M—zle)=w’e,—dx'e,=w'e;,

ce qui nous montre que la variation du point M—ux'e;, situé sur le
vecteur e,, est dans la direction orthogonale 3 cette direction, par
conséquent le groupe d’holonomie de 1'espace fixe I’hyperplan orthogonal
3 cette direction et passant par le point M—ux'e;, donc il fixe tous les
hyperplans orthogonaux a cette direction. La réciproque étant évidente,
nous avons le

THEOREME 3 : Si le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann
five une direction, il fixe dussi une famille de oo' hyperplans tout
paralleles entre elles, la reciproque etant aussi vraie.

Supposons cette fois que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemann fixe un point. En prenant un repere mobile par rapport
auquel ce point est désigné par M+-ae;, on a

(1. 10) d(M+ae)=(w'dadi+ani)e,=0,
d’ou

(1. 11) o’+dadi+ani=0.

Done, les équations de structure (1. 6) nous donnent

(ww:[wnw;]:[wzng:[(,,z %wr};,.

et par conséquent, I'équation «»'=0 est complétement intégrable.
Dong, il existe une famille des oo! hypersurfaces dont les normales e,
sont concourantes, c’est-a-dire, une famille des hypersurfaces totale-
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ment ombiliquées et dont la courbure moyenne est constante, les
trajectoires orthogonales étant géodésiques. Inversement, s’il existe,
dans l’espace, une telle famille des oo! hypersurfaces, il est évident
que les normales unitaires & ces hypersurfaces donnent un champ de
vecteur concourant, et par conséquent le groupe d’holonomie de ’espace
fixe un point. Nous avons ainsi le

THEOREME 4: Si le grouve d’holonomie d’un espace de Riemomn
fiwe wn point, il existe, dans Uespace, une famille des oo hypersurfuces
totalement ombiliquées et dont lo courbure moyenne est constante, les
tragectoires orthogonales étomt geodesiques. La réciproque est aussi vrate.

Dans ce cas, si ’on prend un systéme de coordonnées tout a fait
analogue 3 celui du cas précédent, la forme fondamentale de 1’espace
s’éerit

(1. 18) ds?=(dx")?+(x!)%g,i(x")da’ da”.

Réciproquement, §’il exist un systeme de coordonnées dans lequel
la forme fondamentale prend la forme (1. 13), x!=constante représente
une famille des hypersurfaces totalement ombiliquées dont la courbure
moyenne est constante et x*=constantes leurs trajectoires orthogonales
qui sont géodésiques de I’espace. Par conséquent, le groupe d’holonomie
de ’espace fixe un point. Donc nous avons le.

THEOREME 5: Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemonn five un point, il faut et il suffit qu’il eviste un systeme de
coordonnées dans lequel lo forme fondamentale prend la forme (1. 13).
§2. Le cas ou le groupe d’holonomie fixe une droite.

Supposous que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann fixe
une droite. Si lon prend un repeére mobile dont le premier vecteur
unitaire e, est dirigé dans la direction de cette droite et dont le second
e, dans la direction de la perpendiculaire abaissée de M & cette droite,
le point arbitraire sur cette droite s’exprime per M+ ae,+te, t étant
un paramétre. D’aprés le fait que le groupe d’holonomie fixe cette
droite on doit avoir

d(M+ e, +te)=(w*+dadi+awj+dti+inl)e.=pe
pour n’importe quel ¢, d’ou

2. 1) o = 0,

2. 2) o'+ dadi+awi=0,

Les équations (2. 1) nous montrent que de,=0, donc le résultat
du Paragraphe précédent s’applique, c’est-a-dire, il existe une famille
des oo! hypersurfaces V,_, totalement géodésiques dont les trajectoires
orthogonales sont géodésiques et par conséquent il existe un systéme
de coordonnées dans lequel la forme fondamentale est

2. 3) dst=(dx")2+gu(x")da’ dz®.

Dans ce systeme de coordonnées, on a o'=dz'.
Les équations (2. 2) nous montrent que
((:)2)’2‘-[(/)10)3]:[0)‘a)‘f']—}-[(uiw%]:[a)i,—i—((l)l+da5§):]=[a)2, da i[,

a

et par conséquent, I’équation de Pfaff

=0
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est completement intégrable. Done, il existe une famille de oo hy-
persurfaces *V,_; dont les normales sont e;,. D’autre part, les équations
(2. 2) nous donnent

(2. 4) d(M—i—aeg):a)‘el:dwlel,
ce qui montre que les normales des hypersurfaces *V,_, sont concou-
rantes si 'on se déplace sur *V,_; dans la direction orthogonale 2 e;.
Donc, nous avons le

THEOREME 6 : Si le groupe d’holonomie d’'un espace de Riemann
fixe une droite, il existe dans cet espace une famille des oo hypersur-
faces V,_, totalement géodésiques et de plus il existe une autre famille
des oo hypersurfaces V,—,, orthogonales ¢ celles de la premiére et dont
les mormales sont conmcourantes si U'on se déplace, sur *V,_,, dans lo
direction orthogonale a normale de celles de la premiére. La réceproque
est ausst vraoie.

L’équation (2. 4) montre que, si ’on définit V,_, par x'=constante,
le groupe d’holonomie des hypersurface totalement géodésiques V,_,
fixe le point M+ ae;,. Donc, la forme fondamentale de V,-, peut etre
aussi écrite sous la forme

2. 5) gi(w)da’ dut=(ds?)*+ (2°)*g,,(x*) dw'd,
(p,q, r=38,4,...... , ).
Done, en substituant (2. 5) dans (2. 3), nous avons
(2. 6) ds*=(dx)?+(dx®)?2+(2*)2g,-(2?)dx!d >,

Inversement, si la forme fondamentale de ’espace peut s’écrire
sous cette forme, le groupe d’holonomie de l’espace fixe une droite.
Done, nous avons le

THEOREME 7: Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemann fixe une droite, il fout et il suffit qu’il existe un systéeme de
coordonnées dans lequel la forme fondamentale de I’espace peut s’ecrive
sous la, forme (2. 6).

REMARQUE : Si 'on suppose que le groupe d’holonomie d’un es-
pace de Riemann fixe deux points, il fixe la droit passant par ces deux
points. Inversement, si ’on suppose que le groupe d’holonomie d’un
espace de Riemann fixe une droite, le groupe d’holonomie fixe une
direction parallele & cette droite. Mais, d’apres le Théoréme 3 du
paragraphe précédent, si le groupe d’holonomie fixe une droite, il fixe
aussi une hyperplan orthogonal & cette droite et par conséquent il fixe
tous les points sur cette droite. Donc la structure de I'espace dont le

groupe d’holonomie fixe deux points est identique & celle dont le groupe
d’holonomie fixe une droite.

§3. Le cas ou le groupe d’holonomie fize un plan ¢ un nombre
quelconque de dimensions.

Supposons que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann fixe
un plan & m dimensions. Si 1’on prend un repére mobile dont les m
premiers vecteurs unitaires e;, es,...... , e, sont paralleles au plan fixe
par le groupe d’holonomie et orthogonaux I’un & l’autre. et dont le
(m~+1)*" eny, dans la direction de la perpendiculaire abaissée de M au
plan, le point sur ce plan peut s’exprimer par M+ ae,..+te, (a=1,
2,...., m), t* étant les parametres. D’apreés le fait que le groupe
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d’holonomie fixe ce plan, on doit avoir
A(M+aey 1+t e)=(0'+dadp+an’  +dt*6)+t"0))e,

=B’
pour n’importe quels ¢, d’olt
3. 1) wt=w?=0,
8. 2) o'+ dadb tavh =l
ou i prend les valeurs m-+1, ...... , n. Les équations (3. 1) nous
montrent que
de, = wles,

et par conséquent que les m-directions définies par e, forment un
champ paralleéle de V’espace. De plus, les équations de structure nous
donnent

(0" =[0*0i]=[0’ i+ o of]=[0’wf)
et par conséquent, les équations de Pfaff

o* =90

sont completement intégrables. Done, il existe une famille deg oo™
surfaces dont les normales forment un champ de m-direction parallele
et par conséquent une famille des oo™ surfaces V-, totalement géodé-
siques. De méme, les (n-m)-directions définies par e; étant champ
paralléle, et les équations w'=0 étant complétement intégrables, il existe
une famille des co™™ gsurfaces dont les normales forment un champ
de (n-m)-direction parallele et par conséquent une famille des co™™
surfaces *V,, totalement géodésiques. *V,_,, et *V,, sont orthogonaux.
Si 'on prend un systéme de coordonnées dans lequel ces familles sont
représentées par x?=constantes et x*=constantes, la forme fondamen-
tale prend la forme

(8. 8) dst=gu(x*)dxtda+g,s(x)dae’dxt
(@, b, ¢, = 1, 2,...... m; %, 3, k=m-+1,...... , ).
D’autre part, les équations (3. 2) nous donnent
(3. 4) A(M+aepn.)=we,,

ce qui montre que le vecteur e,.,; est concourant si 'on se deplace
sur V.. De plus, les équations de structure (1. 6) et les équations
(3. 2) nous donnent

(wm+1>/=[w1w§n+1=[wiw£"+1]‘_—[wi, %((U’"I‘daa;nﬁ-l)]

[mrda ]

a
et par conséquent, ’équation de Pfaff

wm+1 o 0

est completement intégrable. Donc il existe une famille des co! hy-
persurfaces *V,., orthogonales aux V,., et dont la normale est
concourante si lon se déplace dans lintersection de V,—m €t *V ..
Done, nous avons le

THEOREME 8: Si le groupe d’holonomie d’un espace de Riemamn
fize un plan & m dimensions, il exviste dans 'espace une famille des
o™ surfaces Va—m G n-m dimensions totalement géodésiques et ume
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famille des oo™ ™ surfaces V., o m dimensions totalement géodésiques
et orthogonales d celles de la premiére, et de plus, il existe une autre
famille des oo hypersurfaces *V ., orthogonales & celle de la premicre
famille et dont les normales sont concourantes st l'on se déplace dans
Uintersection de V p—m et *V,_,. Lo réciproque est aussi vraie.

Les équations (3. 4) nous montrent que le vecteur e,., est con-
courante le long des surfaces totalement géodésiques V,-., done, en
prenant un systéme de coordonnées convenablement, la forme fonda-
mentale g;.(x")ds’ds" de V.. prend la forme

3. 5  yal@)de'det=(das™" )+ (@") g, (0P da ' da”,

(p, ¢, T=m+2, ...... , ).
En substituant (3. 5) dans (3. 8), on obtient

(8. 6) ds’=gs(x?)dx’da+(dx™ )2+ (™) g (2?)dz?da”.

Inversement, s’il existe un systeme de coordonnées pour lequel la
forme fondamentale prend la forme (3. 6), le groupe d’holonomie de
’espace fixe un plan a m dimensions, done, nous avons le.

THEOREME 9: Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de Rie-
mamn fize un plon & m dimensions, il fout et il suffit qu’il existe un
systeme de coordonnées pour lequel la forme fondamentale de I'espace
prend la forme (3. 6).

§4. Le cas ou le groupe d’holonomie fixze m-+1 points. Supposons
que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann fixe m-+1 points.
D’aprés la remarque dite a la fin du Paragraphe 2, on sait que le
groupe d’holonomie fixe tous les points sur le plan & m dimensions
déterminé par ces m~+1 points. Done, en prenant un repere mobile
tout a fait analogues a celui du Paragraphe précédent on doit avoir

4. 1) d(M+-a.en.+1%€a)=0,
pour n’importe quelles valeurs des ¢, d’ou

4. 2) ol =0,

(4. 3) '+ d0dhr+ awhe+dt* 6L =0.

Les équations (4. 2) nous montrent que de,=0, c’est-a-dire que
les vecteurs e, sont tous les champs de vecteurs paralleles. De plus,
d’aprés les équations

(0 =|0'wi]=—[0'0i]=0,
les formes de Pfaff »® sont toutes les differentielles exactes, par con-
séquent, il existe les fonctions f%(x*) telles que
w*=dfYx?).
Done, si ’on prend le systeme de coordonnées tel qu’on ait
o = dx®
la forme fondamentale de I’espace sera de la forme
ds*=(dx!)’+(dx?)?+...... +(da™)+gu(x")dw’ ds’,
(¢, 7, k=m++1, ...... , ).
D’autre part, les équations (4. 3) nous donnent
d(MH-aen, ) =w’e,,
ce qui montre que le vecteur e,.; est concourant le long des surfaces
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V n—m définies par les équations z*=constantes.

De plus, en posant A=b dans les equations (4. 3), on trouve
o+ dtt=0, donc d’apres les équations

(wm+1)/=[w2w1n+1] — [wx’ __(11_(w1+da 5;1"“_*_ dtaaa)Jz [wmvkl’,_df_]’
léquation de Pfaff

mm+1 — O

est completement intégrable. Done, il existe une familles des oo! hy-
persurface *V,_, dont les normales sont données par e,.,. 1l va sans
dire que les surfaces V,_,, et les hypersurfaces *V,-, sont orthogonales
I’une a lautre.

De plus, les hypersurfaces *V,_, contiennent les champs de vecteurs
paralleles e, et ses normales e,,, sont concourantes dans les directions
orthogonales aux e,. Par conséquent, la forme fondamentale de 1’espace
doit avoir la forme

4. 4) dst=(dx!)?+(dx?)?+...... +(da™)?

+(dxm-l-l)Z+(xm+1)2gqr(mﬁ)dquwr‘

Inversement, si la forme fondamentale a la forme (4. 4), ce groupe
d’holonomie de l’espace fixe m+1 points. Done, nous avons le

THEOREME 10: Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de
Riemann fixze m~+1 points, il faut et il suffit qu’il existe un systéme
de coordonnées par rapport auquel la fondamentale de Uespace prend
la forme (4. 4).



