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17. Einige Satze iiber Kinematik.

Von Tadahiko KUBOTA, M. J. A.
(Comm. July 12, 1948.)

Hier gebe ich einen analytischen Beweis fiir den Mannheimschen
Satz iiber Kinematik, den er in seinem Buche uber Kinematik auf
synthetischem Wege bewiesen hat.” Hier benutze ich die Methode,
die E. J. Nystrom im Jahre 1932 zum Beweis des Darbouxschen Satzes
verwendet hat.? Auch behandle ich einige Probleme in der Kinematik.

1. Der Satz lautet :

Bewegen sich vier feste, auf einer beweglichen Geraden g gelegene
Punkte auf vier festen Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen
Lbene E liegen, so bewegen sich auch andere Punkte der Geraden g auf
festen Kugeln, deren Mittelpunkte awf E liegen. Ihre Mittelpunkte
liegen auf einem Kegelschnitte, Die Punktreihe auf der Geraden g ist
2ur Punktreihe auf dem Kegélschnitte projektiv.

Zum Beweis dieses Satzes nehme man die gegebene Ebene E als
2=0 des rechtwinkligen Koordinatensystems an, und die Gleichungen
von den vier Kugeln seien

902—}—y2+z2—2h,x——2lciy+hi3+k;2—m2=0 1:21,2,3,4,
Die Koordinaten der vier festen Punkte auf ¢ seien
96¢=$+lt1;, y¢=77+mti, zi=§6+nt, ’l:=1,2,3,4.
und die des anderen Punktes P auf g seien
=&+, y=n+mt z2=&+nt
wobei P4+mi+n?=1 ist.
Dann gelten
[4+1E—t)=hF+Hy+mE—t)— k]
+z+nlt—t)P=rs 1=1,2,3,4.
d. h. m2+y2+z2—2h,~a:~2kiy+(ti—-t)z—l—h,-z—l—lc{“’—-rﬁ-—Zh;l(ti——t)
—2]c¢m(t¢—t)+2(xl+ym+zn)(ti—t)=(), ?::1,2,3,4.

Eliminiert man I, m, xl+ym-+zn aus den obigen Gleichungen, so
erhalt man
o +y* +2°—2h o —2k, Y+t — 1)+ h =y

hy(t—1) hy(t—1) ¢,—1
22y 22 —2hyx—2k,y+ Ea—t) + h?+ k2 —,t

hay(te—1) ky(te—t) ta—1
22ty +22—2hsx—2ky+ (s —t) +h¥+ ks —r;®
2yt —2h o —2k,y+ i — )i+ hi—kl—rd

h4(t4—t) ]C4(t4—‘t) t4——t

welche eine Kugel darstellt.
Also liegt der Punkt P auf der obigen Kugel. Bezeichnet man
die Koordinaten des Mittelpunktes mit %4, k%, so sind

1) Mannheim Principes et développpements de géomdtrie cinématique, 1894.
2) E. J. Nystrom, Uber den Darboux-Konigsschen Planigraphen. Societas
cientiarum Fennica Commentationes Physico-Mathematicae VI 15 (1932).
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hl hl<t1"“ O](tlwf) fl_t

) hy(t—t) Fy(t,—1t) t,—t
Ty Doy(t,—1) Fa(ly--1) ta——t

)

)

]Cg(tz"‘(r) ]Cg(tz‘—f:) tl/g““t
h: h/;; h/g(tg—t lﬁg(tq““t) tg"‘ t
h,} h/,[(t,j—" IC4(L1‘“L) t.;"'t

hi hity kit —t) (t,—t)

IC4(L4""L) t.;""'t
/Cl(tl""‘t) tl

B haty Ees(te—t) (t—1) ho(te—1)  ka(t—0) 2,
= | hy haty ky(ts—t)  (t;—1) ky(ta—1) s
h4 h4t.4 kd(t4—t) (t4——t)

kv hit—t) kit (E—1t)
Iy ho(ty—t) ksty (ts—1t)

fo= ks hy(ts—t) ksty (E—1) ks(ts—t) ty

ko hoti—t) kg (G—1) ky(ty—t) ¢,

Daraus folgt, dass Thre Mittelpunkte auf einem Kegelschnitte lieger
Wenn also

It —t) &
ky(t,—t) t,

fd bk pd ek ped ped ped ek gt el ek el
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)
)
h4(t4"‘t) k4(t4‘"t) by
)
)
)
)

1 k(=8 kiti—0) &
1 he(t,—8) kot —t) &, 0
1 h&ts—t) Ey(ts—t) t3 | —
1 h4(t4"‘t) 104(t4*"t) ty

ist, so wird die entsprechende Kugel eine zur Ebene z=0 senkrechte
Ebene. Die Punktreihe auf ¢ ist zur Punktreihe des Mittelpunktes
auf diesem Kegelschnitte projektiv. Damit ist der Mannheimsche Satz
auf analytischem Wege bewiesen.

2. Hs seien funf Punkte A,, A, As, Ay, As und ein Punkt A auf
einer Geraden gegeben. Ferner seien funf Ebenen E,, E, B, E, E
n allgemetnen Lagen gegeben.

Bewegt sich eine Gerade g derart, dass Ihre fiinf Schwittpunkte
B, B, By, By, B; mit den FEbenen FE, E, FE,, K, E; zu den finf
gegebenen Punlcten Ay, Ay, As, Ay, Aj projelitiv sind,. so bewegt sich der
Punkt B, welcher die Bezichung

A AAAA;A  BB,B;B,B:B
erfillt, auch auf einer festen Ebene.

Zum Beweis nehmen wir die Ebenen E,, E,, E,, E, als Koordinaten-
ebenen an und die Gleichungen der Geraden ¢ seien

P$1=x1+ll’r, p&:=m 11,7, P$3=903+l3”', p& 1=y
wobel xy, ©,, %3, ¢, die homogenen Koordinaten des Punktes bedeuten.
Bezeichnet man die Doppelverhiltnisse (AA;AA;), (AA,AA;) bezw.
mit @, b, dann
sind (BB;BB,)=(AAAA)=a d.h xl,=ax,l, (1)
(BB;B,B;)=(AA;AA;)=b d.h. x;=bz,l, (2)
Die Gleichung der Ebene E; sei
p1$1+pz$2+p3$3+p454=0
und bezeichnet man (AA,A,A;) mit ¢, so ist
(Pl 4 pola+psls) 24 _
(P1®1+Petot Dy + i)l
Also erhilt man nach (1), (2)
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D181+ @ Pex 3+ b3y —c(Py 20y Pawe -t pss+piwy) =0
Folglich bewegt eich der Punkt B auf einer Ebene.

3. FEs seien nun sechs Punkte A,,, A;, As, Ay Ay, Ay und ein
Punlt A auf einer Geraden g gegeben. Ferner seien sechs Ebenen E,
E,, E;, E,, E;, E; in allgemeinen Lagen gegeben. Bewegt sich eime
Gerade g derart, dass Ihre Schnittpunkte B,, Bs, B;, By, B, Bq mit den
Fbenen K, F,, K, K, E;, F;, 2u A,, A,, A;, A,, A;, A; projectiv sind,
so beschreibt der Punkt B, der die Beziehung

A AAAAAA BB,BB,BBB
erfullt, eine Gerade g beschreibt eine Regelschar zweiter Ordnung.

Man nehme wie im vorigen Artikel die Ebenen E,, E,, F;, E,, als

Koordinatenebenen an und die Gleichungen der Geraden g seien
pé=x1+lr, pbs=wstlr, P$3=w3+l3”', 0éi=m,
wobei ®,, ®,, 3, ¥, die homogenen Koordinaten des Punktes B bedeuten.
Bezeichnet man die Doppolverhaltnisse (AA,A,A;), AAALA;) bezw.
mit a, b, dann sind
(BB1B4B2)=(AA1A4A2)=Q, d.h. $1l2=ad72l1 (1)
(BB1B4B3)=(AA1A4A3)=I), d.h. xll;;:b:l;gll (2)
Die Gleichungen der Ebenen E;, FE; seien

2161+ 0262+ 03E3+046:=0, ¢:1§1+q:8:+0:83+q,:6,=0

Man bezeichne (AA;AA;), (AA;AAg) bezw. mit ¢, d, dann sind nach
1), @

(il Dalst Dsls) w1 =c(D1 21+ Pe2st+ P33+ para)ls,

(quli+qals+qsls) e, = d(q %1+ o2+ 323 +qu24)],
Also erhilt man

D181+ Pea®at Psbrs=c(p1%,+ P22+ D323+ Dy 2y

Q191+ Q208+ q3b0s= d(q:1%1+q2 %2 +qs 23+ 4 24)
Also bewegt sich der Punkt B auf einer Geraden. Da die Gerade ¢
unendlich viele feste Geraden schneidet, so beschreibt ¢ eine Regelschar
zweiter Ordnung. Damit ist die Behauptung bewiesen.



