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17. Einige Sitze fiber Kinematik.

Von Tadahiko KUBOTA, M. J. A.

(Comm. July 12, 1948.)

Hier gebe ich einen analytischen Beweis for den Mannheimschen
Satz fiber Kinematik, den er in seinem Buche fiber Kinematik auf
synthetischem Wege bewiesen hat. Hier benutze ich die Methode,
die E. J. NystrSm im Jahre 1932 zum Beweis des Darbouxschen Satzes
verwendet hat. Auch behandle ich einige Probleme in der Kinematik.

1. Der Satz lautet:
Bewegen sich vier feste, af einer beweglichen Gera.den g geegen

Punlcte a’f vier fesen Kugen, deren Mittelpunlte auf einer gegebeten
Ebene E liegen, so bewegen sich auch andere Punkte der Geraden g
festen Kugeln, deren Mittepunkte auf E liegen. re Mittdpunkte
liegen auf einem Kegelschnitte. Die Punlctreihe auf der Geraden g ist
zur Punktreihe au( dem Kegschnitte projetiv.

Zum Beweis dieses Satzes nehme man die gegebene Ebene E als
z=0 des rechtwinkligen Koordinatensystems an, und die Gleichungen
von den vier Kugeln seien

Die Koordinaten der vier festen Punkte auf g seien
x=lt, y=vmt, z=+nt i=i,2,3,4.

und die des anderen Punktes P auf g seien
x=+lt, y=]+mt,

wobei l+m+n=l ist.
Dann gelten

Ix+l(t--t)= h] +[y+m(t--t)--
+[z+n(t--t)]=r i=1,2,3,4.

d. h. x+y+z--2hx--2l.y+(t--t)+h+--r--2hl(t--t)
--2km(t--t)+2(xl+ym+zn)(t--t)=O, i=1,2,3,4.

Eliminiert man l, m, xl+ym+zn aus den obigen Gleichungen, so
erhlt man

x2+y2+z2_2hx--2ly+(t--t) +h +lc--r 12
hl(t--t) h(t--t) t--t

x2+ y2+z2_2h2x --2lc2y+ (t2-- t) + h22+ 22--r2
h2(t2--t) k(t2--t) t2--t

x2+ y2+z_2hx_2ky+(t_t)2+h2+
h3(t3--t) ]c(t:--t) t--t

x+yZ+z--2hz--21y+(t--t)+h-]c--r
h(t--t) ]c(t--t) t--t

welche eine Kugel darstellt.
Also liegt der Punkt P auf der obigen Kugel. Bezeichnet man

die Koordinaten des Mittelpunktes mit h, k, so sind

l) Mannheim Princips et d6velopppements de g6omdtrie cin6matiqte, 189.
2) E. J. NystrSm, Uber den Darboux-KSnigsschen Planigraphen. Societas

cientiarum Fennica Commentationes Physico-Mathematicae VI 15 (932).
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hi hit1 ]c(tl--t) (t--t)
h h,t t:(t--t) (t,.--t)
h h,at. t(t--t) (t--t)
h htt, lc(t--t) (t--t)

lc h(t--t) lclt (t--t)
l, h,(t--t) l,.t (t,--t)
tc h(t--t) kt (t--t)
t4 h(t--t) tt (t--t)

h(t--t) Ic(t--t) t
h(t--t) tc(t--t) t
h(t--t) k(t--t) t
h(t--t) k(tt-t) t
h(t--t) lc(t--t) t
h(t,--t) k(t.,.--t)
h(t--t) k(t--t) t
h(tt--t) lc(t--t) t

Daraus folgt, dass lhre Mittelpunkte auf einem Kegelschnitte lieger
Wenn also

1 h(t--t) k(t--t) t
1 h,.(t,--t) k(t--t) t,.
I M’(t--t) t.(t--t) t
1 h.(t--t) ](t--t) t

ist, so wird die entsprechende Kugel eine zur Ebene z=0 senkrechte
Ebene. Die Punktreihe auf g ist zur Punktreihe des Mittelpunktes
auf diesem Kegelschnitte projektiv. Damit ist der Mannheimsche Satz
auf analytischem Wege bewiesen.

2. Es seien f’dnf Punlcte A1, A, Aa, t4, A. und ein Puntct A auf
einer Geraden gegeben. Ferner seien fgnf Ebenen E, E, Ea, E, E
in allgemeinen Lagen gegeben.

Beweg slob’ eine Get,de g derart, dass Ihre fn( Schnittpunlte
B, Be, B:, B, B mit den Ebenen .E, Ea, E, E4, E zu den fib,n/
gegebenen Punkten A1, A, A, A, A projelctiv sing,, so bewegt sich der
P,tnt B, welcher die Bezichung

AAAAAA BIBBBBB
er/llt, ach auf einr feten Ebene.

Zum Beweis nehmen wir die Ebenen E.1, E, E, E als Koordinaten-
ebenen an und die Gleichungen der Geraden g seien

wobei x, x, x, x die homogenen Koordinaten des Punktes bedeuten.
Bezeichnet man die Doppelverhgltnisse (AAAAa), (AAA4A) bezw.

mit a, b, dann
sind (BBBB)=(AAAtA)=a d.h. xl=ax=l (1)

(BB,BBa)=(AA,AA)=b d.h. xl=bzl (2)
Die Gleichung der Ebene E sei

und bezeichnet man (AAAA) mit c, so ist
(Pl/1+ P12+9la)x

Also erhalt man nach (1), (2)
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Folglich bewegt ch der Punkt B auf einer Ebene.
3. Es seien nun sechs Punte A,, A, A, A, A, A ung ein

Punkt A auf einer Geraden g gegeben. Ferner seie sechs Ebenen E,
E, E, E, E, E in allgemeinen Lagen gegeben. Bewegt sich eine
Gerade g derart, dass Ihre %hnittpunte B1, B, B, B, B, B mit den
Ebenen E, E, E, ES, E, E zu A, A, A, A, A, A projectiv sind,
so beschreibt der Punkt B, der die Beziehung

AIAAAAAA BIBBBBBB
erfillt, eine Gerade g beschreibt eine RegeIschar zweiter Ordnun.

Man nehme wie im vorigen Artikel die Ebenen E, E, E, E, als
Koordinatenebenen an und die Gleichungen der Geraden g seien

wobei x, x2, x3, x4 die homogenen Koordinaten des Punktes B bedeuten.
Bezeichnet man die Doppolverhltnisse (AAAA3), AAA4A2) bezw.

mit a, b, dann sind
(BBB4B2)=(AAA4A)=a, d.h. xl=ax21 (1)
(BBIBB)=(AA,AAa)=b, d.h. x,l=bxll (2)

Die Gleiehungen der Ebenen E, E seien

Man bezeichne (AAA4As), (AAA4A) bezw. mit , d, dann sind nach
(), (2)

(qlWq21Wqala)x d(qxWq2x2Wqax3Tq4x4)/
Also erhlt man

Also bewegt sich der Punkt B auf einer Geraden. Da die Gerade g
unendlieh viele feste Geraden schneider, so besehreibt g eine Regelsehar
zweiter Ordnung. Damit ist die Behauptung bewiesen.


