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Dtermination unique de solution de l’quation
intgrale de Volterra

Par Tokui SATS.
(Comm. by K. KUNUG .J.A., June 12, 1951.)

Dans la thorie analytique de l’quation diffrentielle, le tho-
rAme’) de la dAtermination unique de solution (le thorme de M.
Picard) est fondamentalement important. On peut le gnAraliser
dans le cas de l’quation intgrale de Volterra.

Soient D et des domaines respectivement dans le plan x et
dans le (t, u)-espace.

Soit C une courbe joignant deux points a et Xo dans D (a, x0 e D)
qui satisfait la condition suivante" quelque petit que soit r, i|

existe sur C un point x tel que, A partir de x,, la courbe C ne
sorte plus du cercle de z0 et de rayon r.

Pour simplifier l’criture, dsignons par C la courbe except

x0, par C la courbe comprise x et par ax, l’arc de C de a d x,.

Thdorme. Soient f(x) et K(x, t, u) rbgulibres analytiquemen
respectivement dans D et dans x--al l, (, u) , ot 1 est la borne
suprieure de t--al pour (t, .u) ).

Si l’$quation int$grale de Volterra

(1) u(x) f(x) + I: K(x, t, u(t))dt (x, t e C)

admet une solution r$guli$re u--u(x) sur C, et le point (xo, uo) ap-
partient , ot Uo est une valeur de l’ensemble des. valeurs limites
de u u(x) pour x --* Xo, x C, u u(x) est r$guli$re au point x,,.

Par hypothse on peut prendre r, p de manire que X--XoI r
et t--xol r, U--Uol soient coatenus respectivement dans D
et dans ). Par consequent on a une constante positive M telle que

K(x, t, u(t))lA_ M x 5, t

IK(x,t,u)l/-M x (U, It--x.lr,
IK(x,t,u)l_M IX--Xo]r,, It--xolr,

Par hypothse on peut prendre uae suite de poiats x (r 1, 2,
...) tels que x--Xo O, u(x)--Uo O. Sans perdre la gnAralit
on peut supposer que Ix--x, r, lu(x)--uo J. g .( 1, 2,...).

DAsignons par C la courbe qui coRsiste de l’arc ax de la courbe
C et du segment XXo.

1) E. Picard, Traitd d’analyse (deuxibme it.) II, 355.
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Posons

lu(x) ( 1, 2,...),v. x)
] gc gc,

t

v() (v 1, ,...) sont done eon,inaes sat O e

()-o < o.

D6finissions () Dar l’6galit6

alors (x) est rgulire sur , et

K ,,
Jx

0n peut en conclure que la suite des fonctioas {(x)} se converge

uniformment sur C. Soit (x) la foncion limite, (x) est doc
rgulire sur C et (Xo) Uo. Par suite on peut prendre ? tel que

(x)--uo e/2 pour x--xo ?,

0 min {r, 1-- xo-a

K(x, t, u) est done rgulire dans Ix-x01, It-xo], u-(x)i,
off 0p/2. Cela pos, on peut prendre ua entier N tel que

x-xo min {a, a/M} pour , N,

off a est une constante positive moindre que 1.

Posons

alors f(x) (N) sont rgulires dans ]x--xl (1-a) et on a

If(x)--(x) (x, t, ,(t))dt

Mx--Xo] a ( N).

K(x, t, u) est doac rgulire et ]K(x, t, u)Mdaas x-x[ (1-a)e,
t-xl(-), u-f(x) (-) (, N).

Par le thorme d’existence l’quation int4grale
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admet une seule solution rgulire
min {(1--), (1--)/M}.

Prenant assez petit, on obtenit

u=u(x) dans ]x-xl

min { (1--), (1--o.)/M} :> 2.
La solution u u(x) de l’quation intgrale (2) est rgulire

dans x-x,l "2a et donc aussi dans x-x01 <e. Par le prolonge-
ment de la solution, cette solution est celle de l’quation intgrale
(I), C.Q.F.D.


