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38. Sur une gnralisation d’un thorme de Kneser

Par Masuo HUKUHARA
(Comm. by Z. StETrJrA, ..A., April 13, 1953)

Considrons une inquation diffrentielle
dy
x -f(x, y) F(x, y), (1)

oh y etf reprsentent des vecteurs dans l’espace n dimensions, tandis
que x et F reprsentent des valeurs relles quant aux fonctionsf et F,
nous les supposons dfinies et bornes dans

Oxl, lyl o,
la premiere tant eontinu et la seeonde semi-continue sup@ieurement.
Une solution de (1) est par dfinition une fonetion continue q(z) telle que

lim
(x + h)

.o h
f(x,qa(x)) < F(x,q(x))

Le but de ee present mmoire est h tablir le thorme suivant.
Si A est un continu dans $2, la famille 5 de toutes les courbes-solu-

tions de (1) passant par un des points de A est un continu dans l’espace
de fonctions continues ou l’espace (C).

On voit sans peine que si une suite de solutions est convergente,
la fonction limite est aussi une solution. On en dduit immdiatement
que est un ensemble ferm clans l’espace (C). Si i n’tait pas un
continu, serait une somme de deux ensembles ferms et disjoints
et IL-. La famille de fonctions i, tant galement continue, la rgion R,
remplie par les courbes de serait un ensemble ferm darts .q. RA
et R..A seraient des ensembles ferms dont la somme est A. Ils aurai-
ent doric au moins un point commun P(a, b). Soit y=q,(x) une courbe-
solution appartenant i et passant par P (i= 1, 2).

Considrons d’autre part l’quation diffrentielle
dy

f,(x, y) (2)
dx

dont le second membre est une fonetion continue darts 2 et satisfaisant
toealement h la eondition de Lipsehitz et h l’ingalit

If(x, Y)-f(x, y) ,.. e,
dsignant un hombre positif donn h l’avanee. Soient a et a des

hombres queleonques tels que Oa_aal. Nous dsignons par
a, a) la fonetion qui coincide pour a<xa avee o,(x), pour Oxa
avee la solution de (2) telle que y(a)=qg.(a) et pour agz__l avee eelle
de (2) telle que y(ag=q.(a), q,(x, a, a) eonsidre eomme fonetion de

x varie d’une manire eontinue avee a, a et l’on a

q,(x, 0, 1) q,(x) (i 1, 2), qo(x, a, a) qg(x, a, a).
Par suite, la famille ( form6e des fonctions q(x, a, a) et o.(x, a,
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est un continu dans l’espace (C). Soient (R) et ( deux ensembles ou-
verts dans l’espace (C) et tels que

q (i=1,2), (f(R)=0.
I1 existerait dans ( un point g qui n’appartient pas

Donnons maintenant s une suite de valeurs convergeant vers 0.
La suite correspondante des fonctions g(x) est 6galement continue et
born6e pour x=a, car leurs nombres d6riv6s sont born6s et de plus
g(a)=b. On pourrait donc en extraire une suite partielle convergente.
La fonction limite g(x) n’appartiendrait pas , ce qui est absurde
puisqu’elle est une solution de (1) satisfaisant la condition y(a)=b.

La famill formant un continu dansl’espace (C), la section S(A)
par un hyperplan x=$ de la r6gion R(A) remplie par les courbes de
est un continu dans 12. C’est le th6or6me bien connu de Kneser.

Ajoutons encore une remarque. J’ai montr6 que le th6or6me de
Kneser entraine la propri6t6 suivante).

Soit Co une courbe-solution passant par un point Po. S’il y a une
infinit de courbes-solutions passant par Po, il en existe, quelque petit que
soit le hombre positif , une courbe-solution C telle que O<p(C, Uo)<e,
p(C, Co) d6signn la distance de Co 4 C dans l’espace (C).

Mais il est clair que cette propri6t6 est une cons6quence imm6diate
de notre pr6sent th6or6me.

1) Ce journal, 25, 151-153 (1949).


