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142. Sur les équations —
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(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A., June 12, 1970)

§0. Introduction. Nous démontrons dans le §2 la régularité
des solutions faibles du probléme au bord pour les équations & coéffi-
cients opérationnels dégénérés:

d? Ao
Lu= —&Fu—i-t Adu=f, a=0,
A auto-adjoint, positif dans un espace hilbertien.
Nous poursuivons le raisonnement adopté dans [7] au lieu de la régul-
arisation elliptique (cf. [1]). Les résultats dans [1] concernant les
espaces avec poids (préparés dans le §1) y sont importants. Dans le
§3, nous notons que les résultats principaux dans [1] et [7] sont obtenus
comme applications du Théoréme 2.5.

§1. Espaces avec poids. Utilisons les notations dans [5]. Soit
Y un espace de Hilbert. On désigne par L*0,7T;Y) les (classes de)
fonctions t— f(t) de carré intégrable sur [0, T'] & valeurs dans Y. Muni
de la norme

L.1) (| 17 omat) "< 1 s

L*0,T;Y) est un espace de Hilbert. On désigne par H™(0,T; Y) les
(classes de) fonctions f telles que f,-.--,D"feL¥0,T;Y), ou Drf
désigne la dérivée (d’ordre m) de f au sens des distributions sur 10, T[
a valeurs dans Y. On le munit de la norme
1.2) I fllzmo,r 0 =S ze 0,00 + * = F 1 DE oo, 2,09

Soit maintenant 4 un opérateur non borné dans Y, auto-adjoint,
positif de domaine D(A4). Soit a réel, on considére ’espace de Hilbert
W™(a, 8) comme suit:

W™, )={u|ue H0,T; Y), t*u e L0, T ; D(A1},

muni de la norme

1.3 1% ]lwrm a0y = (1% gm0, 7y 7y + 18U a0, 750 a0y)) 2

Théoréme 1.1 (cf. [1], [3], [6]). Supposons —%<a. L’applica-

tion u— D{u(0), (=0, - .., m—1) est linéaire, continue et surjective de
W™, 1) dans D(A®m-2-D/2E@rm)
Désignons par W™(«, 0) les u appartenant & W™(a, 0) telles que
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w0)=-..=Dr'uQ)=w(T) =" .. =D 'u(T)=0.
Théoréme 1.2 (cf. [11). Soit s=0. Pour tout nombre réel «a,
tout entier m positif et tout B, —m<B<a, nous avons linclusion
algébrique et topologique

Won(a, s)cW’”(ﬂ . ﬁi:’n@)

Dans le cas o= —m on replace = —— B+m par 1.
a+m
§2. Les équations —Dju+tdu=7f.
Dans la suite, suppons que a=0.
Soient Y et 4 comme dans le §1. Posons
V= Wl(ﬁ l)
2°2
On mumit V 2 nouveau de la norme:
2.1) lully =D |z, 757y + 182 AU\ Za 0,7, 1))
et du produit scalaire:
2.2) E(u, v)=[Du, Dwl+ [t 4", t= £"*v],
ou [ , ]désigne le produit scalaire dans L*(0, T; Y).
Définition 2.1. Soit feL*0,T;Y). Nous appelons uecV une
solution faible du probléme au bord:

2.3 Lu=—Du+t-du= f dans 10, TI,
2.4 w0)=wu(T)=0

st u vérifie

@2.5) E@,v)=[f,v], veV.

Comme la forme v—[f, v] est continue sur V, nous avons le théo-
réme suivant par le Théoréme de Riesz.

Théoréme 2.1. Soit f e L¥0,T;Y). Il existe une solution faidble
u unique dans V pour le probléme au bord (2.3) et (2.4). On a
Uinégalité
(2.6) w1y S CON f llzaco,msy
La constante C ne dépend pas de fe LX0,T; Y).

bDans la suite, les C désignent des constantes diverses.

Théoréme 2.2. Soient e LX0,T;Y) et we V la solution faible
du probléme au bord (2.3), (2.4). Nous avons AV*/**Vy ¢ V et Vinégalité
@) |42 5 Ol £ {lz30,17)
La constante C ne dépend pas de f e L¥0,T; Y).

Démonstration. Soit

Ao-_-S”,zvdE(Z), 0=0 (cf. [10]).

Pour f e L¥0,T;Y), définissons f,(A=4, par
2.8 LO=EQf®), 0=t<T.
On vérifie que
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(2.9) Ji®) e L0, T ; D(49), 0=<60<oo,
(2.10) lim f,= 7 dans L¥0, T; Y).

A—00

Ensuite, considérons le probléme au bord (2.3) et (2.4) avec f=7,.
I1 existe la solution faible u, ¢ V telle que
%11y = Cll fallzso, sy )
(Théoréme 2.1). De plus, nous vérifions facilement que A’u, eV,
0<60<oo. On a particulierement t*Au, ¢ L*0,T; Y).
Comme I’équation (2.8) s’écrit: —Diu,= —t*Au,+ f,, il s’ensuit que
u, € W¥a, 1) et u, vérifie (2.3).
Prenons f =AY~ f y=p=AY*=+Dy, nous avons
||A1/2(a/2+1)ul“§}:E(Al/z(a/zu)u” AV2arz+Dyy
— [Al/Z(a/2+1)f” Al/z(a/2+1)ul]
S Cllfallzso, iy * 1 4724w, |,

oll nous avons utilisé le Théoréme 1.2 pour le cas %, m=1, s= 1

E’
B=0. On en déduit que

”Al/z(mu)uz”ﬁéC“.fz“m(o,T;Yr
En faisant tendre A vers infini, on obtient (2.7). C.Q.F.D.

Théoréme 2.3. Soient feL¥0,T;Y) et ueV comme ci-dessus.
1

Nous avons u Wl(% -1, _2_) et en particulier, nous avons U'inégalité
(2.11) 1222 AU zaco, ;) = Cll fll 220,757+
Lo constante C ne dépend pas de f.
Démonstration. Nous avons
”ta/z—l/lm“”m(o,r;m = “ta/Z—lAa/Z/Z(a/2+l), /11/2(a/2+1)u”L2(0,T;Y)
<Cl| e vully,

ol nous avons utilisé le théoréme 1.2 au cas %, m=1, s=%, ,8:%——1.

Par I’inéglité (2.7), on obtient (2.11). C.Q.F.D.

Théoréme 2.4. Soient f e L¥0,T;Y) et ueV comme ci-dessus.
Nous avons t24*uc V et Vinégalité
(2.12) [ E2 4| < C| fllza0, 75>+
La constante C ne dépend pas de f e L¥0,T;Y),

Démonstration. Soient f, et u,(A=4,) comme ci-dessus. Comme
dans la démonstration du Théoréme 2.2, on a

tr 2y, e V, t=Au, e L¥0,T; Y),
et
Lu,= — D, + t*Au,= f, dans 10, T'[.

En notant que

Lt V%) =t 3 f, + _g_ =1 2Dy, + % ( % _ 1) terr=2 iy,
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on a
”ta/2 Al/z%I ”i, = [t=/2 fV/2 fx: te/2 A1/2u1] + le'_ [terz-1 412 Dtu” el Amux]

+ g_ ( _g_ _ 1) [te2-2 42y, o2 f2y,].

Etudions les trois termes a droite:
| [t A1, 22 A7u,] | S C| fillzao, 2y * 18724015
l [ta/2~1A1/2Dtu” ta/2A1/2ux] I
—_ ] [ta/ZA1/2Dtu ta/Z—lAl/z,u ] ]

< l [D (ta/ZAl/zu ) ta/2 1A1/2u ] I _|_ l [ta/2 lAl/Zu ta/Z 1A1/2u ] ]

=Gt 24 7u)|p - || fill o, vy + Cz“fx”m(o, 737y
(Théoréme 2.3).
[ta/ZAl/zu te/2 1%, ]__ “ta/z—-l/ll/zul”m(o = < C”fx”m(o —
(Théoreme 2.3).
D’ot il s’ensuit que
&2 4wy Z CN Sl
En faisant tendre A vers infini, on a (2.12). C.Q.F.D.
Par le Théoréme 2.4, et (2.3) on a DwuelL*0,T; Y) (donc
u € W¥a, 1)) et compte tenu du Théoreme 1.1 on obtient le
Théoreme 2.5. Soient f e L*0,T;Y), a, € D(A*«*?) et a, € D(4**).
Il existe une solution u unique dans W¥a, 1) pour le probleme au bord:
2.3) Lu= —D*u+t*Au=f dans 10, T,
2.4y u0)=a,, wT)=a,.
L’application w—(f,a,,a,) est linéaire, continue et surjective de
W, 1) dans L¥0, T ; Y) X D(A2=+2) x D(A**). On a Pinégalité
(2.13) 1%lwece,n = C{ll Fllzeco, 757y + | @l assicarnry + | @all p assy}-
§3. Quelques applications et généralisations.
(i) Soit 2 un domaine borné dans R” de frontiére assez régul-
iére. Nous prenons Y=L Q) et
A=— Z Dzj(a’ij(x)Dxi)’

154,75
avec les hypothéses suivantes

a”, I‘éels, € C (g), aij_-aj,,, 1S’I:, j<n’
Z a’ij(x)f £,=C,| &P, C,>0, & e R, dans Q.

154,75
Alors 4 est un operateur auto-adjoint, positif de domaine

D(A)=H'(2) N H(Q).
Done, Théoréeme 4.2 dans [7] est obtenu comme dans le cas parti-
culier du Théoréme 2.5.
(ii) On peut étendre le résultat dans (i) pour I’équation
Lu= L Llu t“ Z ij(aij(x t)szu) f’

ol Liu=a(z, t)Du+ b(z, t)u, a(x t), b(z, t) € C*(Q), a(x, t) ne s’annulant
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pas sur Q, QZQX ]0’ T[) aij(x, t) réels, € Cm(@), aij(x, t)=aji(x’ t),
1<4, j<n, et

132:':5 aij(x’ t)gié?jgco [ Elz’ Co>0: 5 € Rn, dans Q

Si,J=n
Donc, le Théoréme II, 3 dans [1] est démontré & partir de ce résultat.

(iii) On peut démontrer I'analyticité des solutions des équations
utt"' 1A Z ij(atj(x’ t)Da:zu)zf, k=0, 1’ 2, ttty
1<i,jsn

par la méthode adoptée dans [7], ol les fonctions a,,(x,?) sont analy-
tiques dans Q=02 x]—T, T[ avec les conditions d’ellipticité comme ci-
dessus.
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