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241. Quelques exemples des .fonctions d’Epstein pour les
oprateurs elliptiques de’gnrs du second ordre. II

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjir.6 KUNUGI, M. J. A., Dec. 12, 1970)

Ce petit mmoire est la suite de mon article precedent [4]. Premi-
rement, dans le paragraphe 1 de [4], le Thorme 1 et la preuve du
Thorme 2 contenaient des fautes (le Thorme 2 lui-mme a t
sauv). Je vais les corriger dans le paragraphe 4. Et le paragraphe 5
est consacr citer un autre exemple simple des -fonctions d’Epstein.

4. Je vais reproduire tous les contenus du 1 dans [4]. Soient
nun entier>_2 et/2 la boule unitaire de R

., <1 (1)
j--1

Traitons, dans 9, un oprateur diffrentiel L elliptique dgnr au
bord

Lu(x)---- ((1--[xl2) u (x)} +(n--i)u(x). (2)

Lest auto-adjoint positif dans L(9) du domaine 2[L]= (u(x)e
(1--[x[2)u(x)eH(9)}. Son spectre se consiste des valeurs propres
positives (2,},__0 dont chacune 2, est de multiplicit4/(k) c, off

2,--(21+2)(21+2k+n-1), pour k,/-0, 1, 2, ( 3 )

I/(O)-letl(k)-2purk>=l’sin=2;/(k) (2k +n-2) (k +n- 3) 4 )

k !(n--2)
pour k>= O, si n> 3.

Proposition 1. (a) {2,},=0 est la totalit$ des valeurs propres
de L dont chacune , est de multiplicitg /(k) <c
() Pour (k, l) fixe, une base des fonctions propres correspondante, est formge par les [(k) fonctions (normalisdes) suivantes

u,,.(x)-- /41+ 2k+n P,+)(21xl-l)H,.(x),
pour k, l-O, 1,2, l_<_crg/t(k), 5 )

ot {H,.(x)}". est une base des polynSmes harmoniques homognes
d’ordre k, les P,)(t) sont les polyn6mes de Jacobi (voir p. 168 du
Vol. 2 de [2]), et dernirement -(n-2)/2.

Soit maintenant T0 trs grand et dsignons par N(T) la somme
des/(k) pour lesquelles 2,_<_ T. Alors, Thorme 1 dans [4] se corrige
comme suit"

Theoreme 1. Lorsque T tend vers l’infini, N(T) se comporte
asymptotiquement comme suit"
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Tlog T si n--2; 6 )N(T)-N(T) 2- (n- 1 1 2) Tn_, 8i n 3. (7)
(n--l)

Dmonstration de (6). Soit T0 suffisamment grand et notons
par (1, T), pour fixe, le hombre des k pour lesquels 2.t__< T. Alors,
en posant T=(JT-1)/2, nous avons

(1, T)-
2(2/+1)

si OI[T1],
(S)

et (1, T)=O si l[T],
off [T] est la partie entire de T, et ous avons naturellement

N(T)- (0, T) + 2 (1, T). ( 9 )

Estimons la difference N(T)-(0, T):

2 t dt <N(T) (0 T)
2(2t + 1)

< -t+ dt+.
2(2t + 1) g 2

Le calcul de ces int6grales est acile et nous obtenons finalement (6),
car (0, T) T/2. C.Q.F.D.

D6monstration de (7). Nous pourrions v6rifier (7) par le m6me
principe que celui du cas n= 2 ci-dessus, mais il sera int6ressant
d’introduire la {-fonction d’Epstein pour L

{(s)= E Z(k);,i, (0)
k=0 l=0

et de dduire (7) par la recherche des singularit6s de {(s) dans le
s-plan complexe. Remarquons que la s6rie de (10) est absolument con-
vergente si Re. s >n-1 grace uu r6sultat de Baouendi-Goulaouic (voir
le Th6or6me 4 de [1]). Nous allons maintenant extraire toutes les
singularit6s possibles de (s) et d6montrer qu’elle est une fonction
m6romorphe dans le s-plan tout entier. Pour l’effectuer, nous avons
besoin d’un lemme"

Lemme. Soient x>O, yO etposons, pour Re.l et Re.(a+)

F(a, x, y) ., (1 + x)-" (p + y)-, et
--0 (11)

Lorsqu’on fixe x )O et
( i ) la fonction (fl--1)f(a, fl x, y)/F(a -k/-2) se prolonge comme

une fonction entiOre de (a, fl); et,
(ii) la fonction F(a, fl: x,y)/{F(fl--1)F(a//-2)} le fair dgale-

merit.



No. 10] Quelques exemples des -fonctions. II 1067

Preuve. F et f satisfont l’quation fonctionnelle

--u(a, ; x, y)= --flu(u, + 1 x, y),
3y

et, lorsque y--x0, nous voyons que

f(,;x,y)=. 1 .(+_l;x),
-1

(12)

(13)

Posons G(a, x, y)--F(a, ; x, y)--f(a, ; x, y).

G<.. ; x, y)-- flF(.. 3 / 1; X, y + 1--u)udu
JO

Alors, nous avons

i()
+ i--u1 us)ul.., usdu.., du

()
+ k--u u)u. udu. du,
quel que soit k: entier !. (16)

La premiere galit de (16) nous montre que G(a, ;x,y)est holo-
morphe dans Re. > 0 et Re. (+) 1. Et la deuxime galit extrait,
comme la premiere somme h droite, routes les singularits situes
dans Re. fl k et Re. (a + ) 1- k.
grace h (i).

Corollaire. Les fonctions

f(,; x,y)- (+-1; x) et
-1

Nous avons enfin l’nonc (ii)
C.Q.F.D.

F(a, fl x, y)- (a+ fl- 1 x)

-1
sont holomorphes dans Re.0 et Re. (q+

Passons ensuite la recherche de F" Nous voyons d’abord que

JO

off (z a) (k+ a)- (Re. z > 1 eta> 0) est la -fonction de Riemann.
k=0

D’ofl l’on a le dveloppement, pour chaque k" entier >__ 1,

f(a, x, y)= 1 F(fl +]- 1) (x--y)(a + fl + ]-- 1 x)
:o

F(+k) V(u_y)_f(a +k;x,u)du. (14)
F()(k- 1)

Darts le membre h droite de (14), le dernier terme est holomorphe darts
Re. 1- k et Re. (a + )>2- k. Nous avons done extrait, eomme la
premiere somme h droite de (14), toutes les singularits de f situes
darts Re. > 1 k et Re. (a + )>2- k, et nous eonnaissons que la fone-
tion (z; a)-1/(z-1) est une fonetion entire de z, d’o l’none (i) du
lemme.
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Nous revenons la fonction {(s). Exprimons-la l’aide des
F(a, x,y)"

1 1)_2_2(2s; 1) sin=2; (17)L(s) 21-2F s, s , - -2 (--1) n--2 F s--p,s+p+2--n;-, 2
2L(s)=

(n--2)! --0 p
1 n--l) si n>3 (18)+ Cq,rF s--q,s--r;-,-q+r<n-2 2

off les C, sont des constantes numriques ind6pendantes de s. Nous
pouvons en d6duire le r6sultat suivant"

Theoreme 2. Si n>=2, (s)/{F(s--n+l)F(2s-n)} se prolonge
comme une fonction entiOre de s;

1(ii) Si n- 2, 4(s- 1)(s)- (s- 1) -1 est holomorphe dans Re. s -(iii) Sin>_3,

(-
(-+(-.

-1; -et hoomohe dn Re. >----.

Fin de la dmonstration de (7). On n’a qu’/ appliquer le thorgme

tauberien d’Ikhara () dont la singularit la plus 5 droite =n-1
est p61e simple, el: le rsidu ee point est eonnu par le (iii) du
Thorme 2. C.Q.F.D.

5. Dans ce paragraphe, je vais citer un autre exemple de

-fonction d’Epstein pour un op6rateur elliptique.
Soit M une vari6t6 riemannienne compacte sans bord de dimension

(n-l) dont le point g6n6rique est not6 par . Posons

_Li()-A7( -)() () z/Me(), (19)

off zf est l’oprateur de Laplace-Beltrami sur M. Alors, _L" est auto-
adjoint >_I sur L(M) par rapport l’lment volumique d$ sur M, le
domaine de A7 est H(M). Soit (/2}__ la suite des valeurs propres de
_L" numrotes suivant l’ordre de croissance 1-/_<_/2._<_. (on rpte
chaque/2 autant de ois que sa multiplicitY). Dsignons par
le systme orthonormal complet form par les onctions propres

w() correspondantes /. Consid6rons la vari6t6 /l=MR/=M
{t 0 < t < oo} et traitons sur /un op6rateur diff6rentiel

(t u ) + t.( ---)u( t). (20)iu($, t)-- -Alors Lest elliptique du second ordre qui est d696n6r6 sur le bord
3g=M{t=0}. I1 est de plus auto-adjoint :>i sur L2(/) du domaine
[L]--{u($, t) e H(/) tu(, t) e H(/)}. Son spectre se consiste des
valeurs propres {2,},__ dont chacune est de multiplicit6 1, off
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,-(2/-1)//, pour 1,]=1,2,... (21)
Pour chaque (/,]), la fonction propre (normalise) correspondant
2, est

u,(, t)-(4f)l/4w(,$) exp (-/a t)L_l(2/ t), (22)

let (__off les Lv(z)=--: (e-z) sont les polyn6mes de Laguerre.
p:

Cela pos6, la -onction d’Epstein par rapport L se definit par

,(s)- 2:, pour Re. s>n- 1. (23)
l,,/=l

Nous pouvons la comparer vec 1 -onction d’Epstein pr rpport_
sur M:

(s)= , /7, pour Re. s> n--1. (24)
,j=l 2

Nous obtenons une 4quation fonctionnelle entre elles

(s)-2-(s ;-) (-), pour Re. s>n-1. (25)

I1 est connu (voir [3]) que le produit n- 1.) (s) se prolonge
2

comme une onction entire de s. Par consequent, le produit (s-1)

"P( s-n+12 ),(s)le ait galement.
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