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14. Uber die nicht algebraischen Erweiterungen
algebraischer Systeme

Von Kenjiro SaODA, . J. .
(Comm. Feb. 12, 1954)

In einer friheren Arbeit) haben wir die Theorie der algebra-
ischen Erweiterungen eines algebraischen Systems studiert. Die
vorliegende Note bildet eine Fortsetzung davon. Wir setzen die
S/tze und die Terminologien in A.E. als bekann.t voraus und wir
beschiftigen uns jetzt mit den nicht algebraischen Erweiterungen.

1. Zerfallende Erweiterung. Der in 1 A.E. eingefiihrte
Begriff der zerfallenden Erweiterungen ist grundlegend fiir die
Untersuchung der nicht algebraischen Erweiterungen. ist 9 eine
zerfallende Erweiterung yon 3 mit Hilfe des normalen Untersystems

yon 9, so bezeichnen wir 9-- .
Satz 1. Aus 9’-- 3, .I-- ’ folgt 92-I ,

g/3t’3, wobei einen Isomorphismus bedeutet.
Beweis. Da 92/ zu 92 isomorph ist, so induziert der Homo-

morphismus yon 92W/Y auf 9 einen Ismorphismus yon W/ auf. Dabei besteht aus den Elementen, die zu den Elementen aus
kongruent nach Y sind. Daher ist 3 und ferner /

"--.. Da 92--3 ist, so folgt 9---992-9--0, also ist

In der Tat ist das , enthaltende kleinste normale Unter-
system yon 9’. Ist 3 normal in W, so gilt alo

( o ) o ’=: o (’).

zerfallenden Erweiterung yon .
Beweis. Wit betrachten die siimtlichen zerfallenden Erwei-

terungen/ yon /, die in 2 enthalten sind. Die dabei auftretenden
Untersysteme , d.h. die Untersysteme mit -0, die normal
in sind, bilden eine halbgeordnete Menge . Da die Verei-
nigung * yon den in einer geordneten Teilmenge yon kein
Element ausser 0 mit i gemeinsam hat und, da * ersichtlich

1) K. Shoda, Zur Theorie der algebraischen Erweiterungen, Osaka Math. J. 4
(1952), 133-144, zitiert im folgenden mit A.E. Die dort zugrundgelegten Bedingungen
sind die folgenden:

a) Ist t’ algebraisch fiber und t" algebraisch fiber W, so ist t" algebraisch
fiber a.

b) Ist a algebraisch fiber a, so ist () eine algebraische Erweiterung yon .
2) Dies ist immer der Fall, wenn jedes Untersystem yon normal ist.



No. 2] bor die nieht algebraischen Erweiterungen algebraischer Systeme 71

normal in A* ist, so erhilt man eine zerfallende Erweitertng I o
*. Nach dem Zornschen Lemma gibt es also ein maximales Unter-
system, etwa , aus . Dann ist t9 algebraisch fiber . Wre
nimlich 9 nicht algebraisch, so miisste 2 nach Satz .2, A.E. eine
zeriallende Erweiterung (I g) yon I enthalten, die nach
Satz 1 eine zerfallende Erweiterung yon mit ist.)

Satz 3. Jede Erweiterung I yon l, die in einer schwach zerfal-
lenden Erweiterung I/ yon enthalten ist, ist schwach zerfallend.
Also ist jedes iber
enthalten, wenn man die Bedingung b) A. E. voraussetzt.

Beweis. Die Kongruenz von nach induziert eine
Kongruenz yon I’ nach I’ und I’/’ ist zu ;[ isomorph. Also
ist ’= (I’!). ist a
so ist l(a) nach der Bedingung b) A.E. algebraisch fiber und
aui der anderen Seite, nach oben schwach zerfallend. Nach Satz 1
A.E. ist also

Satz 4. Jedes Untersystem sei normal. Ist a algebraisch tber
I, so ist a algebraisch ber

Beweis. Ersichtlich ist ( )(a)=I(a). Nach Satz 10 A. E.
und Satz 3 ist (a)=0, also ist ()(a)=2(a). Ist a nicht
algebraisch fiber 3, so gibt es mit g( 3)(a)=,(a). Daher ist zu einem Untersystem yon (a) isomorph,
d.h. i(a) enthilt gegen Satz 2, Satz 10 A.E. eine zerfallende
Erweiterung yon

Wenn wir uns auf den Fall beschrnkt, wo jedes formal
algebraische Element stets algebraisch ist, so gilt Satz 4 ersichtlich
iiir jede Erweiterung yon

Im folgenden betrachten wit die folgenden Bedingungen.
c) Ist a algebraisch iber
d) Eine einfache Erweiterung (a) mit einem formal algebra-

ischen Element a ist algebraisch tber einer einfachen zerfallenden
Erweiterung yon

Fiir eine Erweiterung 9 yon werden wir nun eine zerfallende
Erweiterung Ic yon konstruieren derart, da5 t9 algebraisch
fiber 1 ist.

Die Elemente aus Y2 seien wohlgeordnet

Wir konstruieren nun die wohlgeordnete Menge der Erweiterungen
yon

folgendermassen. Ist a algebraisch fiber U, i<:, so setze man
3) Wir behaupten nicht, dab o g eine maximale zerfallende Erweitrung ist.
4) Vgl. die Anmerkung 1).
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= U t’, i</%. Ist a nicht algebraisch fiber U I, so ist U (%),
i, eine algebraische Erweierunff einer zerfallenden Erweierung

o v U. Nach der Bedingun d) is o= t(2)
mit einem . In diesem Fall setzen wit =t(). Dann
sind die alles zerfallende Erweierungen o @ von und
ffir i<j. Gil nmlich dasselbe fr %., i<, d.h. is t=o,
@tt+, so is enweder gleich I o, i<, order nach Saz 1
gleich ( o U’) o=o mit (U) o , i<.

Setzt man = U, so erhlt man eine zerfallende Erweiterung
o G, wie man sich leicht fiberzeugt. Ganz analog wie oben kann

man auch beweisen, da5 o eine zerfallende Erweiterung yon

o ist. Ist nun a ein beliebiges Element aus 9, so kann man
annehmen, da5 a=a algebraisch fiber =oG ist. Nach der
Bedingung c) ist dann a algebraisch fiber o , Damit ist gezei,
dab 9 algebraisch ber o ist.

Zusammenfassend erhlt man also
Satz 5. Gelten die Bedingungen c), d), so ist eine Erweiterung

yon stets algebraisch ber einer zerfallenden Erweiterung o
yon , die sich als die Vereinigung einer wohlgeordneten Kette yon

nacheinander folgenden einfachen zerfallenden Erweiterungen darstel-
len lsst.

2. Eindeutigkeit der zerfallenden Erweiterungen. Es sei
wieder 9 eine Erweiterung yon , die albraisch fiber o ist.
Jetzt werden wir fiber die Eindeutigkeit yon o und studieren.

Satz 6. Jedes Untersystem yon sei normal. Dann ist die in
Satz 2 angegebene zerfallende Erweiterung o= eindeutig
bestimmt, folglich ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Es sei o9 eine beliebige zerfallende Erweiterung
von . Ist a ein Element aus , so ist (a)= z,. ( )(a)
ist zu einem Untersystem yon ()()isomorph, wo 1() bzw.
() zu ( )(a)/ bzw. ( )(a)/ isomorph ist und bzw. das
Bild yon a ist. Dann ist () zu (a)=i homomorph, also ist
()= mit einem . Daher ist (o)(a) zu einem Unter-
system yon (9 z()) isomorph. Da aber nach Satz 2 maximal
angenommen ist, so ist ( x )(a)= x , woraus x x fol.
Damit ist gezeigt, dab die in Satz angegebene zerfallende Erwei-
erung x$ eindeutig bestimmt ist. Das Untersystem ist zu
x/ isomorph, also ist es his auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Zugleich bewiesen ist, dab o$ die maximale zerfallende
Erweiterung yon I ist.

Wit betraehten nun den Fall, wo jedes formal algebraisehe
Element fiber einem enthaltenden Untersystems von 9 stets
algebraiseh fiber ist. Ein Element a aus 9 heisst algebraiseh
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abhingig von einer Menge {B} der Elemente uber , wenn a algebra-
isch fiber ({/t})ist. Dann ist a yon einer endlichen Teilmenge
yon {B} algebraisch abhingig, und es gelten die von van der
Waerden deutlich angegebenen drei Grunds/tze. Die Transitivitit
der algebraischen Abhingigkeit iolgt in der Tat aus den Bedin-
gungen a), b) A. E.) Daher kann man in unserem Fall die bekannten
Sitze iber die algebraische Abhingigkeit gebrauchen.

Auf der anderen Seite ist die in Satz 5 konsruierte zerfallende
Erweiteruug A nichts anderes als eine Erweiterung, die man
durch Adjunktion algebraisch unabhingiger Eiemente fiber erhilt.
Nach dem bekannten Satz ist die Anzahl (Michtigkeit) dieser
adjungierten Elemente eine Invariante 2iir 9. Damit erhilt man

Satz 7. Jedes formal algebraische Element sei algebraisch. Dann
ist die in Satz 5 konstruierte zerfallene Erweiterung bis auf
quivalenz eindeutig bestimmt, folglich ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. Dabei setzen wit die Bedingungen a), b) voraus.

5) Vgl. die Anmerkung 1).


