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94. Notes sur l’lntgration. III
---Thorkme de Fublni

Par Shizu ENOMOTO
Institut de Math4matiques, Universit4 d’)saka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., June 12, 1954)

Dans cette Note, nous allons donner une extension de l’intgra-
tion au sens de Denjoy (ou Denjoy-Perron) pour l’espace euclidien

E de 2-dimensions. L’intgrale qui sera donne dans la suite pour
l’espace E. aura trois principales proprits suivantes:

a) Soient f(x, y) une fonction de point qui est intgrable sur
un intervalle R contenu dans l’espace E, et F(I) l’intgrale de
notre sens de f(x, y) sur un intervalle I contenu dans R. Alors,
F(x, y)) existe presque partout aux points (x, y) de R et elle est
gale f(x, y).

b) Propritd correspondante au Thorme de Fubini sur l’int&
grale multiple des fonctions sommables au sens de Lebesgue, tra-
cluite pour les intgrales de notre sens.

c) Soit F(I) une onction d’intervalle, fini-additive, dfinie dans
un intervalle R contenu dans l’espace E et telle que F:(x, y))
existe pour tout point (x, y) de R, alors la onction de point F(x, y)
(dfinie dans R) est intdgrable notre sens, et F(R) est l’intgrale
de notre sens de la onction F(x, y) sur l’intervalle R.

Parmi quelques proprits de l’intgration qui est donne dans
cette Note, nous allons surtout dtudier ici celle qui se rattache
b), puisque a), c):) avec d’autres proprits fonclamentales sont dj
montrdes dans la Note I.

Pour cela, d’abord, nous allons montrer une proprit (Thdorme
1) de l’intgrale au sens de Denjoy pour l’espace d’une dimension
en eaminant les relations avec l’intgrale au sens de Lebesgue.
Cette propridt elle-mme caractrise l’intgrale au sens de Denjoy
dans l’espace E. En outre, elle nous fair connaitre que les valeurs
des onctions d’intervalles, qui sont donnes comme l’intgrale au
sens de Denjoy, peuvent tre approchdes aussi bien qu’on veut par
celles des intgrales au sens de Lebesgue. L’intdgrale qui est
donne dans cette Note pour l’espace E, est une extension de cette
proprietY.

1) Pour la ddfinition, voir la Note I" Shizu Enomoto" Notes sur l’Intdgration.
I--Quelques Propridtds des Fonctions d’Intervalle, Proc. Japan Acad., 30, 176 (1954).

2) Pour la fonction de point Fls (x, y) appartient R. Or, en outre, nous voyons
que pour la fonction F1s(x, y) on peut choisir une suite monotone ascendante des
ensembles ferms comme une suite Mn (n=l, 2 dans la Ddfinition 1 de la Note I.
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Dans cette Note, nous gardons, saul indication contraire, la
terminologie et les notations de les Notes I et II. ’)

Soit f(x) une fonction de point qui est intgrable au sens de
Denjoy sur un intervalle R contenu dans l’espace euclidien E d’une
dimension. Nous dcrivons l’intgrale au sens de Denjoy de la fonc-
tion f(x) sur un intervalle I contenu dans R par la notation

(D)f f(x) dx.

Puisque f(x) est intgrable au sens de Denjoy, il existe une
suite An(n=1, 2,...) des ensembles satisfaisant aux conditions sui-
vantes:

1) A=R.
2) AA, pour n, n’ tels que n n’.
3) La fonction d’intervalle F(I) qui est dfinie comme

.f: f(x) dx pour tout intervalle I R, est absolument continue(D) au

sens restrent sur ensemble A pour tout n, c’est--dire quel que
soit z>0, il existe un nombre v(n, z)0 tel que, pour tout systme
dldmentaire) composd d’intervalles I dont les extrdmits ap-
partiennent A et contenus dans R,

I I<v(n, e) entraine O(F I)< z,

off O(F; I) dsigne la borne supdrieure des valeurs IF(I)[ pour tous
les intervalles I contenus dans L.

Nous en pouvons tirer immdiatement le
Lemme 1. Pour une onction de point f(x) qui est intgrable

au sens de Denjoy sur un intervalle R contenu dans l’espace E, il
existe une suite des ensembles ferms F, (n-l, 2,...) satisfaisant
aux conditions suivantes:

1) f(x) est sommable au sens de Lebesgue sur F pour n=l,

2) F-R.
8) , pour , ’ els que .
) Pour la suiLe des inLervalles J(l, 2,...) eonLius

l’ensemble form des oinLs de , e d’exLrmis de , on a

 O(F; <

3) Shizu Enomoto" Notes sur l’Int4gration. II--Une Propridt4 du Recouvrement
Fermd de l’Intervalle, Proc. Japan Acad., 30, 289 (1954).

4) Pour la d4finition, voir S. Saks: Thdorie de l’Intdgrale (1933).
5) Nous dirons qu’une systme d’intervalles est dldmentaire, lorsqu’il est com-

pos4 d’un nombre fini d’intervalles non empidtants.
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l’on pose F(I)=(D)J/(x)dx pour tout intervalle I_R.

En vertu du Lemme 1 et du Thorme 1 de la Note II, on ale
Thorme 1. Soit f(x)une fonction de point qui est intgrable

au sens de Denjoy sur un intervalle R contenu dans l’espace E.
Soit F(I) la fonction d’intervalle qui est dfinie comme (D)ff(x)dx
pour out intervalle IR. Alors, pour route suite (n=l, 2,... )
des nombres positifs tels que z 0, c’est--dire lim --0 avec la

condition: e<e, pour n, n tels que nnr, nous avons une suite
monotone ascendante F (n--=l, 2,... des ensembles ferms satis-
faisant aux conditions suivantes:

1) f(x) est sommable au sens de Lebesgue dans F pour n-
1, 2,

2)

3) A tout ensemble F,
I( F.0 pour tout i

entrane

IF(I)- (L)fnf(x)dx I<:
quel que soit le systme lmentaire compos d’intervalles [Ii} con-
tenus dans R.

Ce ThorSme 1 entrane deux thormes suivants.
Th$orme 2. Soit f(x) une fonction de point qui est intgrable

au sens de Denjoy sur un intervalle R contenu dans l’espace E.
Soit F(I) la fonction d’intervalle qui est dfinie comme (D)ff(x)dx
pour tout intervalle I _R. Alors, nous pouvons choisir une suite
monotone ascendante F (n--l, 2,... ) des ensembles ferms pour
laquelle on a:

1) F(I) lim (L) ji,,, f(x) dx pour tout intervalle IR.
2) Pour route suite d’intervalles [I} n’empitant pas les uns

sur les autres et dont il existe un nombre no tel que I (Fo0
pour tout i=1, 2, on a

lim (L) f(x) dx lira (L) f(x) dx

En particulier, si I est un intervalle I, nous avons F(I)-F(I).
=I =I

TAoe 8. Soit f() une fonction qui est int6grsb]e au sens
de Denjoy sur un interva]]e R contenu dans ]’espace E. Soit F(1)
]’int6ra]e de ] fonetion sur un interva]]e I eontenu dans R.
ii existe une suite monotone ascendante F, (--I, 9.,... des en-
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sembles ferms satisfaisant aux conditions suivantes"
1) f(x) est sommable au sens de Lebesgue sur F. pour n=

1, 2,

2) ] F--R.
=I

3) Pour tout ensemble F et tout z :>0, on peut faire corres-
pondre un nombre (n, ):>0 tel que les conditions:

3.1) I, (F.0 pour tout i

3.2) ,(] I-F)< (n, )

entrainent

E F (L) f(x) I<F
quel que soit le systme lmentaire compos d’intervalles
contenus dans R.

D$finition 1. Etant donne dans un intervalle R contenu dans
l’espace E une onction de point quelconque f(x, y), nous dirons
qu’elle est intgrable() dans R, lorsqu’il existe une fonction
d’intervalle F(I) fini-additive et une suite) F (n=l, 2,... ) des en-
sembles ferms, satisfaisant aux conditions suivantes"

1) f(x, y) est sommable au sens de Lebesgue sur F. pour
n=l, 2,

2) :] F=R.
3) Pour tout ensemble F. et tout >0, on peut faire corres-

pondre un nombre (n, )>0 tel que les conditions"

3.1) I, F,0 pour tout i

3.2) (, I-F.) < (n, )

3.3) n (I,) _1 pour tout i
n

entranent

: F(I,)- (L) y)dx dy[< -z,

quel que soit le systme 414mentaire compos4 d’intervalles {I,} con-
tenus dans R. Nous dirons que F(I) est l’int4grale () de la fonc-
tion f(x, y) sur I pour tout intervalle I contenu dans R. Nous
4crivons l’int4grale () de la fonction f(x, y) sur I par la notation

ff f(x, y)dx dy.

Puisque cette dfinition elle-mme montre qu’une 2onction de
point f(x, y) intgrable () sur R appartient , nous pouvons

6) Remarquons qu’on peut choisir la suite Fn (n=l, 2 qui est monotone
ascendante.

7) Pour la ddfinition, voir la Dfinition 1 de la Note I.
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voir quelques proprits fondamentales des fonctions intgrables ()
en vertu des thormes montrs dans la Note I pour des fonctions
appartenant .

La dfinition de l’intgrale () dfinie pour l’espace euclidien
E2 de 2-dimensions, peut tre considre comme une extension de
celle de l’intgrale au sens de Denjoy dfinie pour l’espace euclidien

E d’une dimension. En effet, en plus du Thorme 3 d’en haut
et du Thorme 3 de la Note I, nous avons le

Thorme 4. Soit f(x, y) une fonction de point dfinie dans un
intervalle R--a, b; a2, b2] contenu l’espace E2 et pour laquelle il
existe une fonction g(x) intgrab]e au sens de Denjoy sur [a,
telle que

f(x, y)--g(x) pour tout y [a, b2].
Alors, la fonction f(x, y) est int6grable () sur R. De plus on a

En outre, pour l’int6grale () d6finie dans l’espace E. nous
pouvons 6tablir le r6sultat principal correspondant h celui qui est
connu sous le nora de Thorme de Fubini sur l’int6grale multiple
pour les fonctions sommables au sens de Lebesgue.

Thorme 5 (Thor’eme de Fubini). Soit f(x, y) une fonction de
point int6grable ()) sur un intervalle R [a, b; a, b:] contenu
dans l’espace E.. Alors, elle jouit des propri6t6s suivantes"

1) Pour presque routes les valeurs de x de l’intervalle
la fonction f(x, y), consid6r6e comme fonction de y dans l’intervalle
[a, b.3, est int6grable au sens de Denjoy sur [az,

2) Pour presque routes les valeurs de y de l’intervalle [a:,
la fonction f(x, y), consid6r6e comme fonction de x dans l’intervalle
[a, b], est int6grable au sens de Denjoy sur [a, b].

3) ()fff(x,y)dxdy= (D)fal {(D),f"f(x,y)dy}dxa2
(D) {(D) f(x, y) dx} dy.

En outre, nous pouvons 6noncer les propositions suivantes"
4) I1 existe une suite monotone ascendante A= (n=l, 2,...), de

presque total R, des ensembles ferm6s telle qu’elle jouit de

(D) .,;’f(x, y) dy=lim

f(x, y) dy, (L)8) Nous posons (L) in,f(x, y) dy (L) JPr.(A:
f(x, y)dx. Or, pour les dfinitions de A=(L)

r(B,) n, a’ Pr.,. [A,, et Pr (B),

voir la Note II.
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pour presque routes les valeurs de x de l’intervalle [al, bl].
5) I1 existe une suite monotone ascendante B. (n-l, 2,...), de

presque total R, des ensembles ferms telle qu’elle jouit de

(D), dx

pour presque routes les valeurs de y de l’intervalle [a, b].
Rapport la d$rivation. Soit F(I) une fonction d’intervalle

fini-additive dfinie sur un intervalle R contenu dans l’espace E.
Si F(x, y) existe pour tout point (x, y) de R, on a

(-(D) (D) :(, )

(D) F(, )

our tout inervalle I=[a, b; a, b? eontenu dans N, uisque la
foneion de oin P (, ) es int6grable sur el inervalle I.)

ais il es remarquable que 9our une foneion d’intervalle (I)
fini-addiive d6finie sur un inervalle R eonenu dans l’esaee E e
elle que (, ) exise saul our un seul oin, tel r6sula ne
subsiste as toujours. En effet, nous ouvons le voir ar un ex-

emile trs simle eomme il suit:
Soit (I) la fonetion d’intervalle fini-addiive d6finie dans

l’intervalle R= 0, 1; 0, 1 telle que

-z g} d
pour tout intervalle I=[a, b; a, b] eontenu dans R.’ Alors on a

(L){(L) x +y 4

ar suite, our eette foneion le h6orme de ubini ne subsiste lus.
Nnfin, nous monrons le
Thorme 6. Soi f@, ) une fonetion de oint qui est int6gra-

ble() sur un inervalle R eontenu dans l’esaee N. Soit (I)
l’in6grale de la fonetion f(, )sur un intervalle I eontenu dans
R. Alors P(I) est continue" e’est-g-dire quel que soi >0, il existe
un nombre v(a)>0 el que, our tout inervalle I eontenu dans R,

I () entrane (I) ! .
uant g la d6monstration de deux derniers th6orgmes mentionn6s

lus haut, nous la devons rineialement aux th6ormes de la Note
II.

9) Voir Nxemple de la Note I.


