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202. Sur Quelques Types des Th$or.mes de Dualit
dans les Groupes Topologiques. II

Par Shin-ichi MATSUSHITA
Osaka Citd Universit4

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 13, 1954)

6. Les paragraphes 6---8 traitent de la recherche d’un type
de la dualit au sens de M. L. Pontrjagin sous la manire analogue
comme dans les paragraphes prcdants; pour ce type de la dualit
il n’en est plus du tout de mme que les types tudis jusqu’
present. En effet, pour un groupe localement compact (1.c.) ablien
G, le thdorme classique de Pontrjagin peut s’crit

(6.1) G (L((P(L(G)))),2
oh L(G) d6signe l’algbre de Banach involutive des fonctions somma-
bles sur G (pour une mesure de Haar), algbbre munie du pro-
duit de composition, de la norme d’espace L et de l’involution

ff*, f*(x) --f(x::. Ici on sait que (L(G)) n’est autre chose

que le groupe dual G de G. Tousles caractres :g, ) G, appartin-
nent A(G) et d’aprs la thdorie de M. J. yon Neumann, ils forment
une base de la structure d’espace vectoriel sur A(G).

D6sormais quand nous parlerons d’un groupe G, il sera toujours
consid6r6 comme un groupe 1. c. ab6lien, ainsi naturellement max.
p. 1o.; nous avons automatiquement o(R) (R), et

Or, nous avons dfini (R) et (R)0; eomme sous-groupes topologiques
du groupe preompaet (R)(G), muni de la topologie spare (induite
par la convergence simple sur A(G)) dfinie par (3.1)plus haut:
mais il est possible de munir (R) lui-meme d’une nouvelle topologie,
qui rendra les m6mes services que la opologie du groupe bi-dual

G. Soient K une partie compacte de G=(L(G)), muni de la
topologie usuelle comme le groupe dual, 5) et un nombre > 0 quel-

1) 2) S. Matsushita: Sur quelques types des thormes de dualit darts les groupes
topologiques, Proc. Japan Acad., 30, 849 (1954). Nous raisons usage des rdsultats et
des notations de cette Note.

3) Si G est non abdlien, une mesure de Haar sur G sera en gdndral supposde b

gauche et f*(x)=(-:)(x), oh dx-=(x)dx.
4) Lorsqu’on parle d’un caractre x, il sera toujours supposd d’etre continu.

5) La topologie usuelle de ( (topologie de Pontrjagin) est dfinie par le systme
ondamental de voisinages de chaque x e ( tels que

(* v(F, e)=[z’; x’(x)-z(x)[ <e pour tout xF},
oh F ddcrit une famille quelconque de compacts de G; cf. e. g.
L. H. Loomis: Abstract Harmonic Analysis, 34C. Princeton (1953).
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conque; lorsque les paires (K, ) varient de routes les maniSres

possibles, les ensembles 5(K, ) des T e a(R) tels que

(6.2) ,s(K, )--- [T; T)(e)-S)(e)[ < pour out K}
forment un systme fondamental de voisinages de S e (R) dans la
topologie annoncde ci-dessus. C’est une topologie uniforme sdparde;

en effet, si SZ(e)-TX(e) pour tout )d e G, on a S)(a)-SS2i(e)
--S(S,))(e)-S()(a). ))(e)-)(a)S)(e) )(a)TX(e) T)(a) pour a e G,
car S)(. )--- )( .a)-- Z(a)Y(-), et tous oprateurs considrds sont borns"
si S T, il existe au moins un ) tel que 5s(), e).(), )-0.

7. hTous nous proposons de dmontrer le
Thorme 4. En muissant (R)(--(R)--(R)) de la topologie (6.2), on

a les isomorphismes suivants:

(7.1) G (R) (Dualit$ de Pontrjagin aux oprateurs).
Pour cela, nous dmontrons succesivement par recurrence;

1. l’application S e (R). e G-(L(G)) est une 1-1 appli-

cation continue de (R)(=(R)-(R)) dans une partie [G] de G, off (9) est

la transorme de 3 e L(), $,(])-

en effet, en comparant les topologies de (R) et de G, on obtient
aisdment la continuitd de cette application. Puis on a

2. l’application ,a de [G] sur G est continue. Puisque

G est 1. c., sa topologie de Pontrjagin est bien compatible avec une

topologie dfinie par le systme de voisinages U de $;

pour j--l, 2,..., n},
off $(j) est la transformde de Fourier de j e L(). ]tant donn un

voisinage U(a) de a dans G, on montre qu’un voisinage ,(Jo; e)
est appliqu4 dans U(a), off 3o est la transforme de telle fo qu’on

fo(X)-_;g,(y)g,(a-Xxy)dy pour un voisinage compact V(e) de eait tel
G

que V(e) U(a).a- et pour une g, continue suppor compact,
son support tant contenu dans V(e), de plus s >0 est adopt comme
< fo(a). Ceci dtant, fo est une onction continue avec le support
compact U(a), qui appartient H(G), espace des combinaisons
linaires des onctions de type positff. 7 En vertu du thorme

6) Voir L. H. Loomis: Loc. cit., encore D. A. Rakov: Harmonic analysis on
commutative groupes ., Travaux de l’Inst. Math. Stekloff, 14 (1945), 7.

7) Cf. S. Matsushita: Analyse harmonique, I et II, C. R. Acad. Sci., Paris, 955-
957, 1056-1057 (1953), et Sur le theorY.me de Plancherel, Proc. Japan Acad., 30 (1954).
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d’inversion de Fourier, (fo) est gal fo(a), d’ofl l’nonc.
3. l’application a( e G)--, S e (R)a est continue: quel que soit

le voisinage (K, s) de S,, on peut trouver un voisinage U(a) de a
qui est appliqu dans celui-l. En effet, soit V(e) un voisinage
compact de e quelconque, il existe alors un recouvrement fini de

VK tel que K = (V, s/2), v dtant un voisinage de Z dans G
et V l’adhrence de V(e), car K est compact. D’autre part, puis-
que (j-l, 2, ..., n) sont continues sur G, il existe un voisinage
W(a) de a tel qu’on air

(7.3) x.(a)- .(x) < pour tout x e W(a), 1 j n.

En posant U(a)= W(a)(V(e).a), si x U(a), il y a un j tel que

](xa-)-Z(xa-)[ < /2 pour chaque z eK, comme xa- V(e)"
d’ailleurs il vient de (7.3) que lx(xa-)-l[:=lX(x)-x,(a)l< /2.
Enfin, on a X(x)-z(a)[=]z(xa-)-l]](xa-)-Z.;(xa-)[ + [:(xa-)

1 < , ce qui dtablit l’assertion.
En combinant 1 2 et 3, on en conclute que G, [G, et

sont homomorphes l’un l’autre, donc G et orment groupes
topologiques 1. c., isomorphes G lui-mSme. Ceci dtant, le sous-

groupe G de G est fermi,) et selon qu’il est dense dans G,)

il en rsulte que [G-G.
Conformment au Thdorme 1 plus haut, on en dduit le

Th4orme 5. En munissant G( (A(G)); cf. Thorme 2, B)
de la topologie dSfinie p2r le systme fondamental de voisinages de

o G tels que

(7.4) 0(K, )-- {; g(x)-o(X)l < pour tout X e K},
o K parcourt une famille quelconque de compacts dans G, on a G
G G (Dualit6 usuelle de Pontrjagin).

8. En munissant A(G) de nouvelles topologies suivantes au
lieu de consid&re lui-mme comme un espace de Banach, nous
pouvons maintenant donner un nouveau sens pour le sujet 6tudid
ci-dessus. La premiere topologie est topologie de la convergence
simple F et le dernier topologie de la convergence compacte F (en
considrant A(G) comme un sous-espace du produit topologique K,
off K ddsigne le corps des nombres complexe). Pour ces topologies,

8) Cf. H. Cartan-R. Godement- Thorie de la dualit6 , Ann. c. Norm. Sup.,
LXIV (1948). D. A. Raikov: Loc. cir. (Thr. 15); S. Matsushita: Loc. cir. ( 2 et

6 du Dernier).
9) N. Bourbaki: Topologie gnrale, Chap. III, 2, exercice 6 (1951).

10) D’apr&s le thor&me de Plancherel.
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A(G) est s@ar localement convexe, comme on le vrifie directe-

ment. Soient (G) l’espace vectoriel topologique obtenu en munissant

A(G) de cette topologie F, et (A(G))l’ensemble des fonctionnelles

90 linaires continues (pour [’) sur (G) telles que cp0 et

q(fg)--o(f)o(g), alors on a assurment Po(A(G)) (n(a)) G.
Or, la topologie propre (de Pontrjagin) de G est compatible

avecla topologie d’un sous-ensemble de A(G), ce qui exprime que

tout lment e (A(G)) est un caractre de G; soit

pour tout ) e G, on a alors ocp (identiquement) puisque G iorme
une base de la structure d’espace vectoriel sur A(G) et route 2onc-
ionnelle p de (A(G)) est borne (plus prcisment, de norme 1),
d’ofi il vient que P(A(G)) peut tre considr comme une partie de

G (qui est isomorphe G en vertu du Thorme 5), donc

(8.1) G-P(A(G)) G G (pour la topologie (7.4)).
Par ailleurs, la topologie (7.4) dans G est compatible avec celle

de Pontrjagin dans G et donc avec la topologie restreinte sur G
considdrd comme une partie de (); nous avons en rsum;

Thorme 5. Lorsqu’on considre (A(G)) comme une partie

de (), ((G)) est isomorphe et donc & G. ii) De plus, on

peut ici remplacer ((G)) par (A’(G)), o/t les dfinitions de

(.(G)) et de [(G) sont obtenues en tenant la topologie I.
La dernire partie ii)est une consequence immediate du ait

que / est plus fine que F; ainsi (A(G))contient dvidemment

(A(G)), mais puisque tousles deux et simultandment,
ils sont identiques.

9. Or nous savons ddj que ((G))-G comme parties topologi-

ques de ((), toutesfois il s’agit d’ici de considdrer ((G)) comme

une partie de (); nous posons d’abord la
Proposition :. Le sous-ensemble ((G)) de () est uniformS-

merit homSomorphe h (A(G)), une partie de (A(G)), munie de la
topologie faible propre.

Tout revient prouver la continuitd d’application de (A(G))
dans (); elle est une consdquence directe du ait que l’espace de

Banach A(G) s’engendre linairement par G pour la topologie uni-
2orme sur G; plus prdcisdment, pour un voisinage

quelconque il suffit de prendre 0(;,..., ).; ’) dans A(), o
11) Cf. nl (ma Note prcddente).
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llf-,7:ax 11 < el3 dans A(G) et e’=e/(3.,7’: a I).
On en conclut aussitSt que l’adherence de ((G)) dans ()

est gal (A(G)), car (A(G))(-G) est dense dans celui-l: le
groupe compact (A(G)) n’est alors autre que ce qui est connu
sous le nora de compactification de Bohr.

Ces raisonnements permettent d’crire;)

(9.1) (5(G)) ((G)) (A(G)) ()

(Dualit de PontUagin)

En particulier lorsqu’on considre le cas G-R, groupe additif

des nombres rels, on a G-G-R et (A(G)) est bien situ dans
le produit cartsien II(R)e,,T, ou T( est le cercle unit de K pour

chaque t e G-R, c’est--dire Tt= Idol0 0< 2r}. Par les notations

d’un Mmoire de M. E. Hewitt, (A(R))-R, et (A(G))--bR; (9.1)
se rduit alors en la orme;
(9.2) (R) R -::--; R,, bR C (R).

(A(R)) (A(R))
10. Rappelons qu’il existe un filtre G dans P(G)L(G) qui

converge troitement vers la distribution de Dirac, la masse +1
place en e, et qu’une famille des fxdx pour fx e P(G)L(G) telle

]f(x)dx--1 et le support de f soit contenu dans un voisinageque
G

U(e) de e, dont U--,(e) avec i, orme une base de . On
connait de plus que pour les transformes de Fourier j de ces f,
fd) convergent vaguement vers la mesure de Haar d) sur G.
Considrons maintenant le dernier filtre sur G qui est obtenu
en replag.ant chaque fx e par gx-fxl lla<’xlloo; on a alors llOxll-Ox(e)

D’autre part, route mesure de masse totale finie sur G d-
fini une onctionnelle linaire continue sur A(G)de manire que

et d’aprs (1.1) dfinit aussi une mesure d

telle que (f)=lf(x)d(x)--f’f(cp)d(), off ( =:(A(G)); voir
G $

12) Les signes et , dsignent respectivement un isomorphisme et une
application continue. Cf. Tableau de n5.

13) E. Hewitt: Linear functionals on almost periodic functions, Trans. Amer.
Math. Soc., 74 (1953).
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nl. D’aprs (1.2) la valeur moyenne (f)pour f e A(G) dfinit

une mesure de Haar d, sur (; comme ( est compact, son dual (

est discret et la transforme de Fourier de d, est gale/ la fonction
de Dirac") d’ailleurs, en dsignant G muni de la topologie discrete
par G,, on a (-=G.) Alors on tablit le

Th4orme 7. En dsignant les transformSes de Fourier des g

e par (c’cst--dire d(x)-(x)dx), on a pour f e A(G)

(10.2) t(f) (moyenne) lim ff(x)gy(x).
G

En effet, pour tout G()(cp)-(b)) (cp) pour X--) G),

X

favee , puisque )(o)du(q)=l si )-:go (616ment uni6 de G) ou

=0 si ) @ X0 et X(x)t(x)dx=gz()) qui est-1 si X-Xo ou 0
G

(avec ) si X X0,
) ainsi la transformes de Fourier des mesures

7z-, convergent vers 0 sur tout compact de (, done 7z-, mmes
vers 0 vagument sur (,) d’ofl rsult l’assertion.

Complement. Les transformes fz(x)dx de Fourier des fz e
convergent vaguement vers la mesure de Haar dx sur G, comme on
le vit dans ma Note prcdente. Par contre, si G n’est pas compact,

(10.3) lim f h(x)dz(x)-O pour tout h e L(G).

A route geP(G) est associes une mesure :> 0 de Radon de
masse totale finie . sur Get done une sur (, telles qu’on air

f fg()-- )(x)dt(x)- 2(q)d.,(q), par exemple, si G--R(-G) on a

fog(t)-- d**d(x) (e*)(o)dp(cp). s)

14) Une fonction 4gale . 1 au point original et 0 aux autres points.

15) Tout : est continu sur (, doric ;((x))=z(x) est continu sur G, car (e-G est

continue, d’ofl ; est confondant avec z e . Inversement, pour tout z e ,
((x))=z((x))=x(x) et (x) est continue, d’ofl si --, z-+, , e(, on a

()=lim ().)=lim ()()=()i(); c.-h-d., i e (.

16) 17) Caftan et R. Godement: Loc. cit. n19 et n9 (Remarque).
18) E. Hewitt: Loc. cit. 3.3.3.


