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202. Sur Quelques Types des Théorémes de Dualite
dans les Groupes Topologiques. 11

Par Shin-ichi MATSUSHITA
Osaka Cité Université
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 13, 1954)

6. Les paragraphes 6~8 traitent de la recherche d’un type
de la dualité au sens de M. L. Pontrjagin sous la maniere analogue
comme dans les paragraphes précédants;” pour ce type de la dualité
il n’en est plus du tout de méme que les types étudiés jusqu’a
présent. En effet, pour un groupe localement compact (I.c.) abélien
G, le théoréme classique de Pontrjagin peut s’écrit
6.1) G = O(L(P(L(GH))),?
ou L(G) désigne I'algébre de Banach involutive des fonctions somma-
bles sur G (pour une mesure de Haar), algébre munie du pro-
duit de composition, de la norme d’espace L' et de l’involution
f——F* f*@) = fl@").* Ici on sait que ¥°(L(G)) n’est autre chose
que le groupe dual G de G. Tous les caractéres X, X € @,” appartin-
nent a A(G) et d’apres la théorie de M. J. von Neumann, ils forment
une base de la structure d’espace vectoriel sur A(G).

Désormais quand nous parlerons d’un groupe G, il sera toujours
considéré comme un groupe [. c. abélien, ainsi naturellement mazx.
p. p.; nous avons automatiquement &S =S; et S = S.

Or, nous avons défini %S et &% comme sous-groupes topologiques
du groupe précompact S(G), muni de la topologie séparée (induite
par la convergence simple sur A(G)) définie par (3.1) plus haut:
mais il est possible de munir & lui-meme d’une nouvelle topologie,
qui rendra les mémes services que la topologie du groupe bi-dual

A ~ ~
G. Soient K une partie compacte de G=9°(L(®)), muni de la
topologie usuelle comme le groupe dual,” et ¢ un nombre >0 quel-

1) 2) S. Matsushita: Sur quelques types des théordmes de dualité dans les groupes
topologiques, Proc. Japan Acad., 30, 849 (1954). Nous faisons usage des résultats et
des notations de cette Note.

8) Si G est non abélien, une mesure de Haar sur G sera en général supposée a
gauche et f*(x)=fx—o(x), ot dx—'=p(x)dx.

4) Lorsqu’on parle d’un caractere x, il sera toujours supposé d’stre continu.

5) La topologie usuelle de G (topologie de Pontrjagin) est définie par le systéme

fondamental de voisinages de chaque x e tels que
S vy (B, &)={x; |2 (x)—x(x) | <€ pour tout x € F},
ol F décrit une famille quelconque de compacts de G; cf. e. g.
L. H. Loomis: Abstract Harmonic Analysis, 34C. Princeton (1953).
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conque; lorsque les paires (I?, e) varient de toutes les maniéres
possibles, les ensembles @(If, e) des T e S tels que

6.2)  @s(K &)= {T: | Tx(e)—SXx(e)| < ¢ pour tout X ¢ K}

forment un systéeme fondamental de voisinages de S¢S dans la
topologie annoncée ci-dessus. C’est une topologie uniforme séparée;

en effet, si SX(e)=Tx(e) pour tout X e é, on a Sx(a)=8,Sx(e)
=8(S.X)(e)=S(x(a)- X)) (e)=x(a)SXx(e) = X(a)T'X(e) = Tx(a) pour ac G,
car S;X()=x(-a)=X(a)X(-), et tous opérateurs considérés sont bornés:
si ST, il existe au moins un X tel que @s(X, €)~a,(X, €)=0.

7. Nous nous proposons de démontrer le

Théoréme 4. En muissant S(=sS=8;) de la topologie (6.2), on
a les isomorphismes sutvants:

(7.1) G=6 =~ é\ (Dualité de Pontrjagin aux opérateurs).
Pour cela, nous démontrons succesivement par recurrence;
1°. [Dapplication S,e Sz—> &, ¢ 6:@°(L(@)) est une 1-1 appli-
cation continue de S(=S=8;) dans une partie [G] de 6\, ou &,( f ) est

la transformée de fe L&), &.(f)= f (0O L)X = f X(a) F(X)dx;

en effet, en comparant les topologles de © et de G on obtient
aisément la continuité de cette application. Puis on a

2°. Dapplication &, >a de [G] sur G est continue. Puisque
é\? est [. c., sa topologie de Pontrjagin est bien compatible avec une
topologie définie par le systéme de voisinages ﬁg de §;
(7.2) Ul fi-eor i =185 18—l <,
pour j=1, 2,..., n},®
ol &(f) est la transformée de Fourier de fe L(@"). Etant donné un
voisinage U(e) de o dans G, on montre qu'un voisinage ﬁgd( o €)
est appliqué dans Ul(a), ou f'o est la transformée de telle f, qu’on

ait fo(2) = f 9.(¥)g.(¢'xy)dy pour un voisinage compact V(e) de e tel

que V(o) CGU(CL)~a“l et pour une g, continue a support compact,
son support étant contenu dans V(e), de plus ¢ >0 est adopté comme
< fola). Ceci étant, f, est une fonction continue avec le support
compact C U(a), qui appartient a II(G), espace des combinaisons
linéaires des fonctions de type positif.” En vertu du théoreme

6) Voir L. H. Loomis: Loc. cit., encore D. A. Raikov: Harmonic analysis on
commutative groupes ~, Travaux de I'Inst. Math. Stekloff, 14 (1945), § 7.

7) Cf. S. Matsushita: Analyse harmonique, I et II, C. R. Acad. Sci., Paris, 955-
957, 1056-1057 (1953), et Sur le théoreme de Plancherel, Proc. Japan Acad., 30 (1954).
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d’inversion de Fourier,® £,(f,) est égal & fo(a), d’ou 1’énoncé.

3°. Dapplication a( € G) —— S, e S; est continue: quel que soit
le voisinage (Z)(I’i', ¢) de S,, on peut trouver un voisinage U(a) de o
qui est appliqué dans celui-la. En effet, soit V(e) un voisinage
compact de e quelconque, il existe alors un recouvrement fini de
K tel que R C 2010, ( V, €/2), v, étant un voisinage de x dans G
et V 'adhérence de V(e), car K est compact. D’autre part, puis-
que x; (=1, 2, ..., n) sont continues sur @G, il existe un voisinage
Wi(a) de a tel qu’on ait

(7.8) [ xa)— x %) | < % pour tout xe W(a), 1 <7 <mn.

En posant U(a)= W(a)~(V(e)-a), si z ¢ Ua), il y aun j tel que
| x(@a™') —x{xa )| < e/2 pour chaque x ¢ I?, comme za e Vie):
d’ailleurs il vient de (7.3) que |xj@a™')—1|=|X(x)—x(a)|< e/2.
Enfin, on a |x(x)—x(a)|=|x@a™")—1] = |x(@a™")—x(@wa™") |+ | x(xa™")
—1|<e, ce qui établit I'assertion.

En combinant 1°, 2° et 3°, on en conclute que G, [G], et &
sont homéomorphes 'un & 'autre, donc [G] et © forment groupes
topologiques I. ¢., isomorphes a G lui-méme. Ceci étant, le sous-
groupe [G] de CA¥ est fermé,” et selon qu’il est dense dans G,
il en résulte que [G]:Cé‘\.

Conformément au Théoréme 1 plus haut, on en déduit le

Théoréme 5. En munissant G(— @ (A(Q)); of. Thioreme 2, 8)
de la topologie définte par le systéme fondamental de wvoisinages de
@0 € G tels que
T4 0K )= lg: o) —9ux)| < & pour tout X ¢ K},
on K parcourt une famille quelconque de compacts dans G, on o G=
ézé\‘ (Dualite usuelle de Pontrjagin).

8. En munissant A(G) de nouvelles topologies suivantes au
lieu de considére lui-méme comme un espace de Banach, nous
pouvons maintenant donner un nouveau sens pour le sujet étudié
ci-dessus. La premiére topologie est topologie de la convergence
simple I'y et le dernier topologie de la convergence compacte I's (en
considérant A(G) comme un sous-espace du produit topologique K¢,
ou K désigne le corps des nombres complexe). Pour ces topologies,

8) Cf. H. Cartan-R. Godement: Théorie de la dualité ~, Ann. Eec. Norm. Sup.,
LXIV (1948). D. A. Raikov: Loc. cit. (Thr. 15); S. Matsushita: Loc. cit. (§ 2 et
§ 6 du Dernier).

9) N. Bourbaki: Topologie générale, Chap. III, § 2, exercice 6 (1951).

10) D’aprés le théoreme de Plancherel.
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A(G@) est séparé localement convexe, comme on le vérifie directe-
ment. Soient fi(G) I’espace vectoriel topologique obtenu en munissant
A(G) de cette topologie I';, et (D"(ﬁ(G)) I’ensemble des fonctionnelles
@ linéaires continues (pour I',) sur fi(G) telles que @ =0 et
P(fD=p(fp(g), alors on a assurément (DO(A(G))D(D"(A(G))D G.
Or, la topologie propre (de Pontrjagin) de G est compatible
avec la topologie d’un sous-ensemble de AO(G), ce qui exprime que
tout élément ¢ ¢ (D"(fol(G)) est un caractére de G; soit ?1(x)=Ps(x)

pour tout x € @Y, on a alors ¢,=¢, (identiquement) puisque G forme
une base de la structure d’espace vectoriel sur A(G) et toute fonc-
tionnelle ¢ de ?°(A(G)) est bornée (plus précisément, de norme 1),
d’ou il vient que @O(AO.(G)) peut étre considéré comme une partie de
6 (qui est isomorphe & G en vertu du Théoréeme 5), donc
8.1) G=0(AG) =G =G (pour la topologie (7.4)).

Par ailleurs, la topo]ogle (7.4) dans G est compatible avec celle
de Pontrjagin dans G et donc avec la topologie restreinte sur é\
considéré comme une partie de A(G), nous avons en résumé;

Théoréme 6. i) Lorsqu’on constdére (D"(fi(G)) comme une partie
de A®), 0°(A@)) est isomorphe & G et done & G. i) De plus, on
peut ici remplacer (D"(A(G)) par @“(A(G)), ou les définitions de
@“(A(G)) et de A(G) sont obtenues en tenant la topologie I';.

La derniére partie ii) est une conséquence immediate du fait
que I'; est plus fine que I';; ainsi ¢°(AO(G)) contient évidemment

(D"(A(G)), mais puisque tous les deux C G et D G simultanément,
ils sont identiques.

9. Or nous savons déja que (D"(A(G)):(/A“;' comme parties topologi-
ques de Ao(é), toutesfois il s’agit d’ici de considérer (D°(A3(G)) comme
une partie de A(@); nous posons d’abord la

Proposition 3. Le sous-ensemble (DU(ﬁ(G)) de A(é) est untformé-
ment homéomorphe o (D"(ff(G)), une partie de P(A(R)), munie de la
topologie faible propre.t?

Tout revient & prouver la continuité d’application de @°(A(G))
dans A(G‘); elle est une conséquence directe du fait que I'espace de

Banach A(G) s’engendre linéairement par G pour la topologie uni-
forme sur G; plus précisément, pour un voisinage w,, (f, &) de @,

quelconque il suffit de prendre &, (xy,..., Xn €') dans A(@), ol
11) Cf. n°1 (ma Note précédente).
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[1f =20 || < €/3 dans A(G) et e'=¢e/(8-3T1 | l).

On en conclut aussitot que 1’adherence de (1)°(fi(G)) dans A(C:‘)
est égal a @°(A(G)), car @%ﬁi(G)) (=G) est dense dans celui-la: le
groupe compact ?°(A(G)) n’est alors autre que ce qui est connu
sous le nom de compactification de Bohr.

Ces raisonnements permettent d’écrire;™

©.1)  PAG) = AR) « PAG) < AG

A

]\ H (Compactification de Bohr)

. G C AG), G=0"(L(@&)).
(Dualité de Pontrjagin)

En particulier lorsqu’on considére le cas G=R, groupe additif
des nombres réels, on a G=G=R et (ﬁ"(fi(G)) est bien situé dans
le produit cartésien Il@.cxTy, 0% T}, est le cercle unité de K pour
chaque t e G=R, c’est-a-dire T;,={€"|0 < 6<2r}. Par les notations
d’un Mémoire de M. E. Hewitt,'™ (D"(/f(R)):Rw et O°(A(G))=DbR; (9.1)
se réduit alors en la forme;

9.2) A(R)D R= 5 R, CbR C A(R).

Il l
P(A(R)) P(AR))

10. Rappelons qu’il existe un filtre &, dans P(G)~LYG) qui
converge étroitement vers la distribution de Dirac, la masse +1
placée en e, et qu'une famille des f,dz pour f,e P(G)~LYG) telle

que f Frx)dx=1 et le support de f, soit contenu dans un voisinage

G
U,(e) de e, dont U,——{(e) avec A, forme une base de Fs On
connait de plus que pour les transformées de Fourier f; de ces f5,
jA'AdX convergent vaguement vers la mesure de Haar dx sur G.

Considérons maintenant le dernier filtre 3% sur G qui est obtenu
en replacant chaque fi € s par g,=f1/[l/fall; on a alors ||g.ll=08.(e)
=1.

D’autre part, toute mesure 5 de masse totale finie sur G dé-
finit une fonctionnelle linéaire continue 7 sur A(G) de manieére que

7(f) = f S (@)dn(x), et d’aprés (1.1) 7 définit aussi une mesure d7

telle que () | f(@Hin(o) [ @), on 6= PA@Y; voir

12) Les signes —— et —— désignent respectivement un isomorphisme et une
application continue. Cf. Tableau de n°5.

13) E. Hewitt: Linear functionals on almost periodic functions, Trans. Amer.
Math. Soc., 74 (1953).
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n°l. D’apres (1.2) la valeur moyenne u(f) pour f ¢ A(G) définit

une mesure de Haar dv sur &; comme & est compact, son dual 6]
est discret et la transformée de Fourier de dv est égale a la fonction

de Dirac:*” d’ailleurs, en désignant G muni de la topologie discrete
par @,, on a @E@d.”’ Alors on établit le

Théoreme 7. En désignant les transformées de Fourier des g,
e F3 par n, (c’est-a-dire dn,(x)=4g,(x)dx), on a pour fe A(G)

(10.2) w(f) (moyenne) = lim f F@dn, ).

En effet, pour tout % ¢ Gu(¥(p)=($x) (») pour x=x ¢ &),
[ W), #)—du()] { - l [x@i, @z~
) () G

avec A, puisque f x(p)dv(p)=1 si x=1x, (élément unité de @) ou
=0 si x & x0 et f X(@)g:(x)dr=9,(x) qui est=1 si x=x, ou——0

(avec 2) si x = Xo,”” ainsi la transformées de Fourier des mesures

o)l_-u convergent vers 0 sur tout compact de @5, done 7 7,—v mémes
vers 0 vagument sur &, d’ou résult l’assertion.

Complemént. Les transformées fr(x)dx de Fourier des f,c &
convergent vaguement vers la mesure de Haar dxr sur G, comme on
le vit dans ma Note précédente. Par contre, si G n’est pas compact,

(10.3) lim f h@)dy, ($)=0 pour tout ke LY@
G

A toute geP(é) est associées une mesure >0 de Radon de
masse totale finie u, sur G et done une g, sur &, telles qu'on ait
900= [ x(@duye) = f %(@)dfi(p), par exemple, si G=R(=G) on a

0O= [ o)~ [ He o).

bR

14) TUne fonction égale & 1 au point original et & 0 aux autres points.

15) Tout % est continu sur G, donc H(d(x))=2(x) est continu sur G, car GG est
continue, d’oli % est confondant avec 2 eG. Inversement, pour tout xe@,
72(¢(oc))=$x(¢(x))=x(x) et ¢c(x) est continue, d’ott si ¢,—¢, ¢,>¢, ¢, ¢)\e§, on a
#gg)=1m i(g;¢,) =lim i(p,)i(g;)=1(p)i(@); c-ad., i .

16) 17) Cartan et R. Godement: Loc. cit. n°19 et n°9 (Remarque).
18) E. Hewitt: Loc. cit. 3.3.3.



