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65. Fonctions Presque Priodiques du Type Special. IV

Par Shin-ichi MATSUSHITA
(Comm. by K. KUNUGI, .J.A., May 13, 1955)

Nous avons d6j/ montr6 aux 7-8 dans ma Note pr6cdante
[III,’ qu’ route vari6t6 lin6aire invariante minimale Zo de .i(G),

l’espace hilbertienon peut faire correspondre une fonction %o(X) e

H,o et la representation unitaire compose U dans celui-ci. Dans
ce qui suit, nous allons dcomposer cette representation U et
dterminer la forme exacte de dcomposition pour plusieurs cas.

8. Pour route f L(G) en posant f( D,(x)f(x) et If:,
g.}’n ---’, ))o, on a 6videmment

(8.1) (f, )..,_ 1 Tree ’(f, ).,

o (f, )n=fp,()’(-)O*()d, e’es--dire

(s.2) o’""’"
a d6signera maintenant la repr6senation unitaire de G darts

l’espace hilbertien Ho’ on posera encore

Uga]o),,a.
Par d6finiion, on a aussi6t que

N.D,(a) Na(, g)o--
ce qui montre le

Thorme 15. La representation compos$e U dans Hv se d$-

compose;

(8.3) (], U.’ag)o- 1 Trace [(a)D(f, Uag)o?,"
ot D( .)+ d$signe la transposde de D(.).

tudions les cas particuliers; (], ..Uog)o’ =(f," Ug)o"" et (f," U,)
=(l/n,) Trace [’(a)D(f, g)+o" De plus, dans le
Cas d’un groupe abdlien, pour )=) et Cpo=), on a

1) S. Matsushita" Fonctions presque priodiques du type special, I, 1L III dans
les tomes prdcddents de Proc. Japan Acad., citdes resp. [I], [IIJ, [III].
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(8.a) (2, u.’=
Cas d’un groupe compact; d6signons par DX(f, g) la matrice de
degr n x n de telle forme que

(D(f, g)% D(f, g))De(f, g)=
D (f, g;)/D (, g)

= (g))..o () D,(x), ( g)
Alors, on en dduit

(s.5) (2,)._ 1 Trace[@(a)D,(f,g)+,
n

ee qui remontre l’nonee du Thorme 12 [III.
9. Ce paragraphe sera eonsaer des rappels relatifs au filtre

o, qui est le mme dj mentionn (dans l’Exemple 3 [II). Rap-
pelons qu’il existe un filtre o= [g} sur P(G)L(G), suivant

lequel i) ses transforme de Fourier ()-_(x)g(x)dx, 0()1,
eonvergent vers la constant un pour la topologie eonvernee
eompaete (sur Vo), ii) les mesures gdx vers la masse de Dirae troite-
ment, iii) leurs images eannoniques
vers un lment e de H. D’autre part, route gP(G) esto
assoeie au moins une (et une seule, si G est ablien) mesure posi-
tive d sur V0, tell qu’on air

f
Ceei erme de d6finir une fmille ill,range (non unique)des

mesures osiives {} x sur o vis vis du ill,re . CeaSe noion
6tn os6e, on les fomle dede de Paeval (9.) (our f=),
ge Boehe (9.), d’iveio ge Porier (.;) eomme suit;

f
En an que f( e L(G)) es continue,

v

En combinant (9.3) et (9.4), on a

2) Puisque ^vro(X)= v(x)o(x od (x)=nvD(x), on voit que la structure unitaire
H[ ’po’ U’} est contenue dans le produit tensoriel [H, U.} A[Ho, Us}, mais il faut
prendre garde que cette dgcomposition est diffrente que la nStre.
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(9.5)
go

G

ce qui est une extension de l’int$grale de Dirichlet.
Dans l’analyse harmonique, la amille filtrante des mesures

{} est d’une importance norme et l’emploi de celle-ci a t
courante en "analyse acoustique ou musicale" pure et pratique, avec
seulement de petites modifications techniques; p. ex. distribution de
Gauss, g(x)=/.exp (-x) ou fonction discontinue de Dirichlet,
g(x) 1/ (] x /2) et -0 (1 x > /2). L’exemple de M.L. Schwartz
dans G=R est

o (r

Oeeupons-nous maintenant d’un groupe ablien ou bien eampaet:
i) Dans le cas o G est (1.c.) ablien; j’ai montr6 que {#}x converge

vaguemen vers la mesure de Haar dx sur G, S. Matsushita: Sur le
thorme de Plancherel, Proe. Japan Aead., 0 (1954). D’ofi il vient
que l’on peut remplaeer lira d.() dans les formules (8.2), (8.4),
(8.5) par ,),=f-,(xx), (8.4) s’4erit

ii) Le ea og G e eome; la transform6e de ourier de oute D()
------Dest --m[D(x) dx)]--l/n(sir=,, j=i) ou 0 (dans d’autres eas)

par ailleurs, V tant diseret et ouvert clans Vo,) les restrictions des

z a V sont disertes, d’ofi rsulte

D,(e)-
VO

e’est--dire, lira az=n. On retrouve ainsi le fair que les restrictions

des z V convergent vaguement vers une mesure p!ac& masse n
en chacun des points de V, par suite la transformJe de Fourier

3) Dans le cas classique off G=R, on peut prendre p. ex. g(x)=sin zrxa/zrx (noyau
de Dirichlet) avec a e R1 croissant, au sens quelque peu imprecis (car cette gZ n’est
pas support compact); (9.5) s’4crirait alors

(9.5)’ f(x)=tim d f(t)e =l f(t) dt.

4) L. Schwartz: Thorie des distributions; Iet II (1950). Cette gZ est e Lo(Rn)
et e (,).

5) Voir le Compldment terminant ma Note prdc4dente [IIIJ.
6) N. Bourbaki [1]: Loc. cir., Chap. 3, 3.
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de toute f A(G) peut tre confondante avec sa sSrie de Fourier.
En posant r=n/a, (9.4) s’crit alors

(9.4’) f(x)-- lim f
V

ce qui n’est autre que le thorme de sommation.)s)

10. Famille fermde et thdorie spectrale. Tout d’abord pose-t-
on les dfinitions suivantes: on dit qu’une varit linaire ermde
?Io de ?i(G) est une famille ,fermSe (f.f.)si, quelle que soit une
a o, o contient routes les translates deux cSts de a, par suite,
sa moyenne m[a. De mme, e munissant L(G) de la topologie
Jaible,) on appellera famille ferm5e ( gauche) route varit 2aible-
ment Jerme E(E~) qui est invariante sous translations deux cbts
(resp. gauche)dans L(G). De plus, soit Lo(G), E,(E) est
l’adhrece Jaible de l’ensemble des onctions de la orme
aBj(slxtj) (resp. -,a,(sx)), c’est--dire, le plus petite f.f. (
gauche) qui contient .

Le spectre ( gauche) de E(E~) ou de e L(G) est l’ensemble
a(E)(a(E~)) ou resp. a()(a(-)) des o V, V tant le spectre de
l’algbre du groupe L(G), tels que q(x)e E(E~) resp. e E(E).

10. 1. ttant donne une f.f. gauche E- (ou E), I (ou I)
dSsigne l’ensemble des f e LI(G) orthogonales E~ (resp. E), c.--d.

f(X)o(Xidx=O route 0 e E~ (resp. E), qui est un idealpour

ferm gauche de L(G).
Thorme 16. I~ ou I, dSsignera l’ensemble des a e I(G) telles

qu’on air ( ], a (x)-O pour tout x e G et toute f 1 (resp. e L), alors
i) I~ (ou ?I,.) est une f.f. de I(G),

ii) si a e, la transformSe de Fourier-Stieltjes, pour tout

G, fixS, 5(,)(t)= ;q(t)da:)(w) et celle de m[a, (t)=_f(t)dm*[aJ(q),X

v Vo
appartiennent E’.) ) De mbme, si a , 5c)(t) et &()(t) sont appro-
chable faiblemen par des polynomes de translatSes de (t) gauche,

iii) si q% e z(E~), on a o ~ pour tout , .4 et vice versa.
Les a considres dtant bornes, la dmonstration sera immediate

7) S. Bochner-J. von Neumann: Loc. cir., Thdorme 30.
8) Pour un groupe quelconque, grace h l’isomorphisme A(G)___C((A(G))), pour

cette notation voir S. Matsushita [_2j, Loc. cir., 1, il suffira de considdrer G*=$(A(G))

(groupe compact) et la transform4e de Fourier de (f), image de feA(G) par l’appli-

cation ; A(G) C(G*).
9) L est le dual de LX; on aura soin de ne pas canfondre L et L.

10) z* ddsigne la mesure conjugude de z.
11) Pour cette , voir encore Thdorme 10 [IIJ.
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en vertu du thorme de Fubini; p. ex. g

( a v
Signalons en passn qu’une f.f. (g gauche ou ? deux e6s),

qund mSme elle n’aurai jamMs rduie zero, ne peu possder
neessairemen le spectre non nul; pr eonre, on pourra "coujours
affirmer l’exisenee exaete du spectre pourva que G es ablien
(prouv par M.R. Godemen). Touefois, en veru de (9.1), on
peu prouver que @(x) P(G), par suite 1](G), ou bien
L(G) possde leur spectre a" non nul (eeei a
Godemen pour , ( deux e6t&), ’ mais il n’y a aueune diffieult
g passer u eas de a’).

10. 2. On appelle spectre de a (), not a(a), l’adhrenee de
la runion des supports des mesures a(x), x G; an donn un

ferm a V, 1 dsignera l’ensemble des

Th6or&me 17. i) a(a) est l’adhrence de (.Joaa(av),, 07 a=a
(section dans ). ii) I est une f.f de I(G), qui contient, avec a(x),
tout produit f(x)a(x) par f e A(G) et, si qo

iii) I<~C
Lemme 3. <], aF(x)-- <f, aFu,(x), ] L(Vo).
En effet, on a f, a) (x)-- nD,(x) (f, mD,a ) . nDq(X)

mtD,-(t)<f,@(t)j-(,@(x)" en s’appuyant ce Lemme, on va
d6montrer i) de Th6or6me 17, mais ((JeAa(a))Ca(a) est clair.

Or, <3 a)(x) 6rant e A(G), Ii, @(x) est la limite uniforme de

l’agr6g6e finie des <f, a> (x)- < f, a} (x), donc < f, a} 0 pour tout
, e A entraine <f, @-0, d’ofi r6sulte que a(a) (De,(a)), ce qui
prouve i). ii) est trivial.

Une cons6quence int6ressante du Lemme 3 est le

Thor6me 18. Pour que a e 1o (ou e I-), il faut et il sut que

a e I (resp. e ,..) pour tout v e A.
Or, route a e lo(~) s’engendre dans I(G) de mesures du type

D,,dso, qo e a(E), d’oh d’aprs iii) de Thorme 16, a est contenue
dans I.-; le ThorSme 18 montre alors que 1<~)C~, ce qui
dmontre iii) du Thorme 17.

$.10.3. Tout produit a(x) d’une a e (G) par 3 e L(Vo) appartient
aussi ?I(G), comme on le vrifie immdiatement: nous dirons qu’une

12) R. Godement: Thorie taubriens et thorie spectrale, Ann. tc. Norm. Sup.,
64 (1947).

13) R. Godement: Les fonctions de type positif et la th&rie des groupes, Trans.
Amer. Math. Soc., 63 (1948).

14) La premiere propri4t6 dans ii) est bien valable pour E~.
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f.f. de (G) est spectrale si, pour route 3 e L(Vo), elle contient le

produit ].a avec a. I1 est clair que route o est spectra’e; on voit
encore

Th6orme 19. Si .~ es spectrale, elle co’incide avec lc~.
Dans un groupe ab6lien, route I 6tant spectrale, on a toujours
,c. I1 en est encore ainsi si l’on remplace .. et ’loc~ par I et
c~) respectivement.

( suivre)

Corrections Shin-ichi Matsushita"
"Fonctions Presque Priodiques

du Type Special. II"
(Proc. Japan Acad., 31, No. 3, 156-160 (1955))

Page 160, ligne 19 du haut, au lieu de "dans M," lire "dans ".
Page 160, lignes 12, 3, et 2 d’en bas, au lieu de "dm,[a(x)J," lire "dn*[a(x)J"
le signe dsigae la mesure conjuge).


