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104. Fonctions Presque P.riodiques du Type Sp.cial. VI

Far Shin-ichi 1VI:ATSUSHITA
(Comm. by K. KJNU(I, M.J.A., July 12, 1955)

15. Fonctionnelles $dmentaires sur o et I. Ce paragraphe
contient l’tude des onctionnelles de certaines proprits dfinies
sur les espaces ?o et et du rapport entre les espaces de ces fonc-
tionnelles; on y introduit ensuite quelques topologies qui sont com-
modes pour ce qui vont suivre.

C(G) dsignera l’espace de Banach (simultanment, l’algbre de
Banach par rapport au produit ponctuel), norm par la norme uni-
2orme, des 2onctions bornes uniformment continues gauche sur
G: lorsque G est ablien ou bien compact, les deux structures
uniformes gauche et droite sont videmment confondues.

Une fonctionnelle $l$mentaire sur 2o (ou I) est une applica-
tion linaire continue de l’espace topologiques 2o (resp. )) dans ,
espace muni de sa structure uniforme vague, qui satisfait aux
conditions suivantes:

1) si (x)---f(X)o(X) pour une f C(G) (resp. A(G)) et une
ao e I (resp. I), on a

o
(15.1) (a)=(f)+(o),

o
oh +(f) est une constante qui d6pend seulement de f et b, mais ne
de o rien,

2) pour route , b(#)--.
L’ensemble de telles fonctionnelles 616mentaires d6finies sur ?1

(ou ) se note o(o)(resp. o()). Ce sont 6videmment non-rides;
en effet, les b d6finies par ()=(x), x G, forment une pattie
non-vide de )(I) ou de )(i) suivant que a e /(G) ou $/(G).
Dans la suite nous considrons toujours O(/) (resp. o(/)) comme
muni de la topologie compatible d’espace topologique des applications
continues C(I, )(resp. C(I, 2)) d6termin6e par la convergence

simple dans celui-ci, saul indication contraire.

Lemme 6. i) La valeur (f) qui correspond chaque f Ca(G)
resp. A(G) dgfinit une fonctionnelle lingaire multiplicative continue,
de la norme 1, sur l’algbre de Banach C(G) resp. A(G), v$rifiant
o

b(1)----1. ii) L’application -+ est une application continue de
o(o) resp. (P(I) sur l’espace des fonctionnelles lin$aires multiplica-

1) On munit toujours o de la topologie de la convergence uniforme comme dans
; sous cette topologie o est ferm dans C(G, ) et est un sous-espace ferm6 de
celui-l{, Thorme 23 de la Note prcdente; citde IV].
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tires non-triviales d$finies sur C(G) resp. A(G), qu’on note (C(G))
resp. (P(A(G)), lorsqu’on munit celui-ci de la topologie faible (de la
convergence simple dans G).

Dmonstration" La multiplicativit de sera dcoulante au

calcul simple sui’vant; soient / une fonction 0 de L(Vo) et une

mesure de telles qu’on air f()d()-1, alors on a (fg)-,
0 0 0

(fg)} ( h, (fg) }- (h, (f)(g) } (f)(g). La continuit

de rsulte du fair suivant: comme est continue sur

(resp. ()), on voit que pour un voisinage -(h0, ) de 0 dans

il existe un voisinage v=v(, ..., ;e’) de 0 dans I(G)(resp. I(G))
eel qu’on air (v). Pour un ">0 assez petit, on vrifie que, si

llf-ll<e’, on a i(, f(x)-g(x)l llll’llf(x)-g(x)ll
[[[JJJf-gJJ<e’ o est une mesure de telle que (ho,}-l.
D’od il vient que (f-g) v donc (f)-(g) , c’est--dire

ce qui prouve la continuit de .
Finalement, prenons encore o et e telles que t0, } 1;

quel que soit le voisinage U=U(f, e) de dans (C(G)) resp.

(A(G)), on a alors que le voisinage u(f (, e)) de dans

resp. (?1) est appliqu dans U par l’application , d’ofi rsulte
l’assertion ii).

Lemme 6’. Pour une de (I), les trois conditions suivantes
sont identiques:

a) Si a(x) eo pour tout x e G, Stant un voisinage de 0 dans, alors (a) e .
b) Pour routes a e et e L(Vo), l’gaitd suivante est valide;

(15.2) (, }-/h,
c) L’application est biunivoque et bicontinue.
Ddmonsation: a) b). Quel que soit le nombre e 0, il existe

un polynbme trigonomtrique aD(x), ant e, tel qu’on

air [lh, a-D)I< et, d’aprs la condition a), on air encore

lib, ()- (, (D)(,)}l<; d’autre part, il est vident que

d’ofi on obtient l<, a>- <, 6()> !< 2, c’est--dire a) b). R6-

ciroquemenf, b) a) trivialement, b) c)" Si # =, (15.2) entraine
que <, (a)>-<, ()> pour route e L(Vo), d’ofi b) c). Quant
a c)b), il va r6sulter de la proposition plus g6n6rale:
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Lemme 7. Pour route (P(C(G)) ou (A(G)), /h, a), d$-

finit un $ldment 4) de (P(’I) resp. de (?1) qui v$rifie (15,2).
En effet, (h)= (h, a) est linaire sur LV0) et d’ailleurs,

comme [a(x)}ea orment une partie borne de , il existe un

nombre M 0 tel que l/, a(x))[ M. ]] pour tout x e G, d’od
0 0

](h)]=lth, lsupl@, (x))[M’llll (car estdenormel),
ce qui expriment que dfinit une mesure sur V0. En posant
=(a), on obtient cherche.

Nous allons considrer le sous-ensemble (?I) de o(?) form de
%elles fonctionne!les que satisfassent quelqu’une des conditions
mutuellement quivalentes a), b), et c) dans Lemme 6. Nous
remarquons d’abord qu’en vertu de (15.2) route fonctionnelle de
0() sera bien dfinissable sans la condition 2); en effet, on a (,
.()}=/, =(, ,} pour route e L(Vo).

Analogiquement, nous considrons encore un sous-eemble
o(0) de (I) qui se forme de telles fonctionnelles que satisfassent

la condition (15.2): des raisonnements analogues la dmonstra-
tion de l’dquivalence b)c) dans Lemme 6 montrent que l’ap-

plication de (I) sur (C(G)), , est aussi biunivoque et
bicontinue. La thorie gnrale des fonctionnelles sur une algbre
de Banach commutative unitaire) montre que les deux (C(G)) et
(A(G)) sont compacts; il en rsulte que:

Thorme 27. i) 00) et (I) sont compacts et homdomorphes
respectivement (C(G)) et (A(G)). ii) constitue une pattie

dense dans chacun des 0(o) et (I). iii) (I) forme un groupe

compact, comme il en est ainsi de (A(G)); si G est compact, on a
alors les homomorphismes,

G (),
ce qui s’exime le "th$orme de la dualitY" selon M. T. Tannaka,
dans le cas des fonctions presque pdriodiques de i(G),

15. Fonctionnelles lin$aires. Pour route e C(G, ), on peut
dfinir une fonction multiple a e C(G, ) par rapport route fonc-
ionnelle continue sur C(G, ), de telle manire que
(16.1) a(x)=(r.-a), x Get %a=a(s-t.).

Nous dsignons par C(G)* l’espace dual l’espace de Banach
C(G); les mmes raisonnements que da la dmonstration du

0

Lemme 7 ci-dessus permettent que route e C(G)* ddfinisse une

2) Voir par exemple R. V. Kadison: A representation theory for commutative
topological algebra, Mem. Amer. Math. Soc., 7 (1952)et le prochain article de moi-
mme, S. Matsushita: Positive functionls and representation theory on Banach
algebras, I, Jour. Inst. Polytech., Osaka City Univ., 6 (1955). Encore S. Matsushita [2].
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fonctionnelle linaire sur le sous-espace vectoriel de form des
fonctions (x) uniformment continues gauche (sur G), vrifiant

O

pour oute }t L(o), car + est de ]a norme born6e. R6ciproque-
ment, d6signons par D(I, )]e sous-espace vectoriel de C(}I, )
orm des applications ]in,aires + sur i v6rifiant que si ax)e
pour out x e G, i] exisSe une consante K relative + eIIe que
() Ko; on v6rifie alors que oute e D(I, ) d6finit une fonc-

tionnelle de C(G)* qui satisfait l’6galit6 (16.2), puisque route
fonction f C(G) s’6crit comme f(x)= <t, f(x)> oh e !9/’, it e L(Vo)
avec <h, t> =1 et, d’aprs le Th6orme 24, f(x) appartient I(G).

Thor&me 28. C(G)* et D(A, t) sont algbriquement isomor-
phes l’un l’autre par la relation (16.2).

Remarque. D(I, ) est engendr6 lin6airement, en compl6tan.t
-pour la topologie de la convergence simple dans };o, par l’ensemble
o(.o).

Voici une application int6ressante de ce qui pr6cdent. On a
d6] montre que certaines espces de la plus grand importance des
onctions f. p.p. au sens de M. W.F. Eberlein (dans le cas od G est
ab61ien) s’obtiennent au moyen de la transform6e de Fourier-Stieltjes
des fonctions de o et de la limite des telles transform6es (Th6orme
25 V-] et ses cons6quences a)c)). On va ici donner un rapport
complet entre I(G) et W(A), espace des fonctions f.p.p. gauche
sur G (ab61ien ou non).

En termes plus concrets:

Th6or6me 29. Soit ce ?l(G); pgur que < ], c > (x), L(Vo), soit
f. p. 19. ( gauche sur G (c’est--dire, e W(A)), il faut et il suffit que

a appartienne encore A(G). Inversement, toute fonction de

W(A) s’5crit comme <h, a>(x) pour une telle que elle-m}me et
tout multiple par e D(}I, ) appartiennent ( ?(G).

D6monstration. D’aprs Th6orme 22 et Lemme 5 darts _V, et
Thor6me 28 ci-dessus.

En passant, notons que si l’on a e ?I(G), il en est ainsi de
pour toute e D(?l, ); en cons6quence on peut dire que route
fonctionnelle de D(?I, ) d6finit un endomorphisme sur /(G)par
a-->+ a. De plus, en enant compte du Th6orme 27, route fonc-

tionnelle de o(;), par suite de (o(,.)0), donnera un automorphisme sur

3) Une fonction f de C(G) sera dit faiblement presque priodiques gauche, si

(rf) forment un ensemble relativement compact pour toute translatges { gauche

r.f, x e G et pour toute e C(G)*.
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I(G) par a-->boa, puisque dans le groupe compact 0() le pro-
duit satisfait / la condition
(16.3) () (o)
et l’lment neutre du groupe 0(,.)) est off a.=a(e).

Complments. Nous terminerons cette Note en faisant quelques
remarques:

1) Dans la srie des Notes "Fonctions presque priodiques du
type special. IVI ", nous avons tudies principalement les fonctions
p.p. de ?I et .I sous ses aspects thoriques. Toutefois, nous pouvons
revoir la horie de l’analyse harmonique et la structure de groupes
sous l’ang]e des applications de notre rsultats, notamment de la
thorie spctrale, 10 lIVe, et des rsultats relatifs I(G); de ce
cStb on fera usage avec fruit du fair que, pour route f e L(G)avec
sa transforme de Fourier ], le produit ].d par e appartient
/ (G), ThorSme 24, 12 [V_.

2) D’ailleurs, il est possible de ddfinir les fonctions p.p. dans
l’espace de mesures sur G lui-mSme. Plus gnralement, il y a plus
grande classe des fonctions p.p. vectorielles, c’est--dire ayant ses
valeurs dans l’espace vectorie! topologique gnral: *’) d’autre part,
suivant la travail de M. J. Riss) les considerations dans 3[IJ
s’tendront sur les distributions dans les groupes 1. c. abliens
gnrals.

Sur ces sujets nous publierons ultdrieurement plusieurs articles,
dans lesquels nous tudierons les rapports avec l’analyse harmonique
plus en dtail.

3) La recherche des rapports entre la puissance existante
d’expansion de Fourier et le rang, au sens de M. K. Kunugi, d’espace
des valeurs sera sans doute un problme trs important.)

4) M. K. Shiga avait eu l’amabilit de me communiquer des r4sums de son tra-
vail intdressant sur la th4orie des reprdsentation et des fonctions presque pdriodiques
vectorielles.

5) Les Thdorme 1 [I_ et rdsultats dans [IIJ restent encore vrais pour la plupart
quand on remplace 9t et LO(Vo) par un espace vectoriel topologique localement convexe
gn,ral et son dual topologique.

6) J. Riss" lments de calcul diffrentiel e thorie des distributions sur les
groupes abliens localement compacts, Acta Math., 88, 45-105 (1952).

7) K. Kunugi: Sur les espaces complets et rgulirement complets. L IT, Proc.
Japan Acad., 30 (1954).

Remarque: Dans les Thormes 10 [II] et 16, ii) [IV], il est besoin de supposer
quelque condition de (x) qui admet l’usage du thdorme de Fabini.


