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103. Sur la Structure des Fonctions d’Ensemble dans
les Groupes Topologiques Localement Compacts. II

Par Shizu ENOMOTO
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., July 12, 1955)

Dans cette Note, nous examinerons surtout les structures des
ensembles de Baire et celles des fonctions d’ensemble mesurables
de Baire dans le groupe topologique ( localement compact, non
discret et -compact. Dans la Note "Sur la structure des fonctions
d’ensemble dans les groupes topologiques localement compacts. I","
nous avons introduit la notion des branches de voisinages de l’unit
dans (, et nous avons considr les groupes quotients ( determines
par les branches de voisinages b, qui sont localement compacts,
sparables et de plus isomorphes des espaces mtriques. Nous
montrerons d’abord que, pour les tudes des structures des ensembles
de Baire dans (, il suffit d’examiner celles des ensembles de Baire

(donc des ensembles de Borel) dans les groupes quotients (. On
verra ensuite qu’il enest de mSme pour les structures des fonctions
d’ensemble mesurables de Baire dans (. Enfin, nous donnerons une
proprit d’ensemble compac.t quelconque dans (.

Une partie de ces rsultats est dj connue.) Mais, nous les
traiterons en faisant appel / la notion de branche de voisinages.

Examinerons tout d’abord la profondeur du groupe topologique
localement compact et non discret, qui a t dj/ utilise dans la
Note I sans dmonstration.

Lemme 2. Dans le groupe topologique ( localement compact et
non discret, la profondeur est Oo.

Ddmonstration. Soit O(n--0, 1, 2,...) une suite des voisinages

ouverts de l’unit telle que 0 soit compact
(galit exclue) pour tout n--0,1,2,...on peut choisir toujours
une telle suite. Montrons qu’il n’y a aucun voisinage de l’unit qui est
contenu dans tousles de la suite. Suppos qu’il y air un voisinage

de l’unit tel que

_
V}, posons Go--[’). Alors, on voit aussi-
-I =I

1) Shizu Enomoto: Sur la structure des fonctions d’ensemble dans les groupes
topologiques localement compacts. I, Proc. Japan Acad., 31, 284 (1955).
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tSt que Go est un sous-groupe et qu’il possde des points intrieurs.

Donc, Go est un ensemble ouvert et fermi.) Posons G--(-O et

G--O_- pour tout i=2,3, Alors, G est ouvert et non

vide, puisque 0_. 0_0-__ 0_
_
0 et 0_. : 0_0_ (i---2, 3, ...).

On voit que (.JG,Oo et que la amille {G,;i=0, 1, 2,... ne eontient

aueune sous-famille finie qui eouvre 0o, eontrairement ee que 0o
est compact. Consquemment, la profondeur est o.

Dsormais, nous gardons, sauf indication eontraire, la termino-
logic et les notations de la Note I.

On dit que tout ensemble du a-anneau engendr par tous les
ensembles compacts qui sont des G est un ensemble de Baire et
que Sour ensemble du a-anneau engendr par tous les ensembles
compacts est un ensemble de Borel.

Pour route b* S*, S* tant l’ensemble des classes d’quivalenee
pour l’ensemble S des branches de l’unit dans @, on a G,=G si
b,b..b*. Consquemment, on en pose G,=G, et ,=(=(/G,
oh b b*.

Thorme 5. Pour route b* S*, la famille des ensembles de
Baire dans , coincide avec. celle de Borel de celui-l.

Dmonstration. Vu Thdorme 3, , est sparable, lr suite,
on a le rsultat voulu.

Dsignons par r,(x) la projection de x ( sur (,. Dsignons

par B, la famille de tousles ensembles de Baire (Borel) dans ,,
et posons , r[(B); B ., }.

On sait dj deux Lemmes suivants.
Lemme 3. Si C est un ensenble compact exprimable comme

C-CG,, b*e S*, r*(C) est lui-mOme compact dans (,.
b* e S*Lemme 4. Si C est un ensemble compact dans ,,

C--r[(C) est lui-mme compact dans .
En vertu des deux Lemmes 3 et 4, on en peut irer aussit6t le
Thdorme 6. Pour route b*e S*, , coincide avec le a-anenau

engendr$ par tousles ensembles compacts C tels que C--CG,.
Thorme 7. Si b -b pour b*, b e S*, on a .
Dmonstration. Puisque b*>-b, on a GoGo,. Si C est un

ensemble qui est exprimable comme C--CG,, on a C-, CG,, puis-
que CCG,_CG, =C. On a donc h* en vertu du
Thorme 6.

4) Volt, P. R. Halmos" Ibid., p. 250.
5) Voir, P. R. Halmos" Ibid., p. 219.
6) Voir, P. R. Halmos" Ibid., p. 287.
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Lemme 5. Si C est un ensemble dans qui est compact et un
G6, il y a une b*e S* dont C est exprimable comme C=CG..

Dmonstration. Puisque l’ensemble C est un G6, il y a une

suite des ensembles ouverts K(n= 1,2,...) telle que K=C.
Pour tout K., il y a, pour tout x e C, une b*(n,x) S* et un voisi-
nage de l’unit V(n, x) tels que xV(n, x)G.(.,.) K. en vertu du
Thorme 4. Puisque l’ensemble C est de plus compact, il y a x

lOn)

(i---- 1, 2,..., io(n)) e C tels que C

_
J xnV(n, x,,) G,, K. En

vertu du Thorme 4, il y a une b: e S* telle que
pour tout (n, i), puisque l’ensemble [b*(n, x); n-- 1, 2,..., i= 1, 2,...,

io(n)} est dnombrable. Posons K*,-= xzV(n, x)G,, pour tout
n. On a alors

io(n)

V(n,

J (xV(n, x)G,,,) K,*

Consquemment, on a CG, K,*) G,,,,
_

(K,*G,,,) f’) K,*--C.
n=l n ,=1 .-=1

I1 suffit de prendre bo* comme b*.
En vertu du Lemme 3 et du Lemme 5, on volt le
Thorme 8. Pour qu’un ensemble compact C dans soit un

G, il taut et il sujfit qu’il y air une b*e S* telle que C soit expri-
mable comme C=CG,.

Dmonstration. La n,cessit de la condition tant vidente du
Lemme 5, il ne s’agit que d’en tablir la suffisance. Puisque selon

Lemme 3 l’ensemble r,(C) est compact dans (,, il y a ue suite

des ensembles ouverts K. (n-- 1, 2,...) d’intersection rb*(C). On a

done C=r(’b*(C))=r,([’]K,,)= (r(K,,)). Si l’on pose

(n=l, 2,...), on a le r6sultat voulu.
D6sormais, 0 d6signe la famille des ensembles de Baire dns

et dsigne la famille des ensembles de Borel dans .
Vu Thorme 6 et Thorme 8, on voit que pour toute b*e S*,

tout ensemble de 3, est ensemble de Baire dans (. On verra de
plus le

b* e S* 7Th6orme 9 o (_J b*,

Dmonstration. Posons simplement o: (J *, b* e S*. Puisqu’on

volt aussitSt o_o, il suffit de prouver o_o. Pour cela,

7) Voir, P. R. Halmos" Ibid., p. 287.
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montrerons d’abord que o est un a-anneau. Si B, B. o, on a B-B.
eo. Car, pour B et B, il y a b* et b telles que Be? et

Be. En vertu du Thorme 4, il y a une beS* telle que
b? b: et b b. Par coquent, selon Thorme 7, on a. 0n a donc B, B e B. I1 en rsulte B-B e , o.
Si B,o(n=l, 2,...), on a B,eo. Car, pour B,(n--l, 2,...),
il y a beS* telle que B,e. En vertu du Thdorme 4, il y a
une bg S* telle que b N bg pour tout n. Par consequent, selon
Thorme 7, on a og pour tout n. On a donc

pour tou n. I1 en rsulte B, e g o.
De plus, en veru du Lemme 5 et du Thorme 6, pour tout

eemble C qui est compact et un G, il y a une bg S* telle que

C 2. On a donc Ce o. Par consequent, il en rsulte oo.
Corollaire 2. Pour route bg e S*, on a

o * b* e S* et b* b.

Dmonstration. Selon Thdorme 4, pour route b e S* il y a
une b telle que bb et bb:. Dans le cas,. Donc,,, b*e S* et b* bg. Vu Thorme 9, on voit le rsultat

voulu.
On verra maintenant que, comme le cas des ensembles de Baire

dans , chaque onction mesurable de Baire dans s) peut tre consi-

dre comme une fonction dfinie dans un ,, qui est localement
compact, sdparable et de plus isomorphe un espace mtrique.

Thorme 10. Pour route fonction f (x) mesurable de Baire dfinie
dans , il y a une bg=bg(f(x)) S* telle que

f(x)=f(xo) pour tout x xoG.)
Dmonstration. i) Le cas oh la fonction f(x)est non-ngative:

Pour la fonction f(x), il y a une suite des fonctio simples et
mesurables de Baire f,(x) (n= 1, 2,...) telle que f(x) f(x). f(x)
s’exprimera de la manire:

a,t, x E, (i=1, 2,..., io(n))

[ 0, x E,
[E; n-l, 2,..., i=1, 2,..., io(n)} tant la suite des ensembles de
Baire et n’tant deux deux aucun point commun. Puisque
est un eemble de Baire, il y a, en vertu du Thorme 9, une
b*(n, i) S* telle que E 3,(,, et par suite que
Vu Thorme 4, il y a une b: eS* telle que b*(n,i)bg pour

8) Voir, P. R. Halmos" Ibid., p. 219.
9) Voir, K. Kodaira" Ibid., p. 74.
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tout (n,i). Montrerons que b0* est une branche voulue. Posons
iO(n) lO(n)

E----(UE), on a alors E=EG. Car, EG--((

E,G) EG,,)= ( E)=E. 0n a donc -E

=((-E)G. Pour tout Xo -E, on a f(Zo)--O, puisque lim/(Xo)

=/(x0) et f.(x0)=0 pour tout n. Pour un point Xo E, il y a un
no(Xo) tel que Xo E.o(o),(,o,,o) pour un i(no, Xo). Puisque f,(x) f(x),
il y a pour tout nno(Xo) un i(n, Xo) tel que Xo eE.,,,o)et par
suite xoGC E,,(,o). 0n a donc, pour tout x xoG?, f(x)=f(xo)
=a-,,o) pour tout n no. I1 en rsulte que f(Xo)=f(x) pour tout
x e xoG.

ii) Pour une fonction f(x)quelconque mesurable de Baire, on
peut le tirer aussitbt de i) et du Tho.rme 4, puisque la fonction
f(x) est dcomposable en parties positive et ngative.

Enfin, nous allons montrer que pour un eemble compact dans, qui n’est pas toujours exprimable comme un G, on verra les
rsultats suivants.

Thorme 11. Si C est un ensemble compact dans (, il est
exprimable de la maniOre:

c= (CG,), b* *,

CG, dtant le plus petit des ensembles compacts contenant C dans ,.
La oposition inverse est aussi vraie.

Dmonstration. I1 suffit de prouver que pour un ensemble com-
pact C da ( on a C (CG,), puisqu’on verra facilement les

autres proprits. Puisque l’ensemble C est l’intersection des ensem-
bles C, tant tous les voisinages de l’unit, et puisque, en vertu
du Thorgme 4, pour tout voisinage de l’unit il y a un voisinage

’ et une b* tels que ’G, , si {’; n= 1, 2,... s’exprime une

"* =G, on a C= COsuite de voisinages de l’unit6 telle que
=I

N {N(C*G,)} N {c()G,}="* N (c,,)- N (CG,).

Thorme 12. Si C 8 B8b[e opg daB8 , on a

A

o A=S* et K est un ensemble ouvert pour tout
Dmonstration. Dans la dmonstration du Thorgme 11, on a

C- (C0*G.)}, par suite si l’on pose .,’*:C,*G*, on a
b$S$

C K* et K* est un eemble ouvert. Puisque S
$ $ =I

le hombre cardinal d’ensemble {(b*, e); b e S*, e-l, 2,... coincide

avec *. Par suite, le r6sula voulu es vrai.

10) Pour un ensemble quelconque A, A dsigne son nombre cardinal.


