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97. Sur Quelques Relations concernant les Operations
P. et S sur les Classes d’Ensembles

Par Tadashi OHKUMA
Section des Mathdmatiques, Institut Technologique, Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., July 12, 1955)

1. Soit K une classe d’ensembles. On ddsigne par P(K)(resp.
S(K)), la classe de tous les ensembles qui sont intersections (resp.
runions) des moins que ensembles appartenant K. Ainsi oft

a des operations P et S dfinies sur les classes d’ensembles. En
gdnral, pour deux operations F et G sur les classes d’ensembles,
nous dfinissons leur produit FG par la formule

(FG)(K)=F(G(K)) pour route classe K d’ensembles, et nous
crivons F G, si

F(K) G(K), pour route classe K d’ensembles.
2. MM. W. Sierpinski, A. Tarski, A. Koniewski, et A. Linden-

baum ont discut une condition pour qu’on air
( 1 ) P,S SrP
et celle pour qu’on air
( 2 ) PS SP."
Et, ils ont obtenu les rsultats suivants.

Thorme A. Pour qu’on ait l’ingalit (1), il faut et il suffit
que et que la condition suivante soit remplie"

Condition (r) pour toute famille {m; e A} des hombres

cardinaux, A < et m < t( A) entrainent
H < .

Thorme B. Pour qu’on ait l’$galit$ (2), il faut et il suffit que
a--B-/= et ces nombres ordinaux soient fortement inaccessibles
(c’est--dire, pour toute famille Imp; 2 e A} des hombres m cardinaux,

< i’ et m < t,( e A) entrainent H < ).
,A

Maintenant, en se servant leurs rdsultats, nous avons obtenu les
conditions pour qu’on air plusieurs ingalits et galits entre les
terms PS, S.P., P%SPr, et S%PS.. Le but de cette note est
de mentionner seulement ces rsultats obtenus, et leurs dmonstra-
tions et considerations dtailles seront publies ailleurs.

3. Les lemmes suivants sont ondamentaux pour notre discussion.
Lemme 1. Soient F(Sa,. ., Sam; Ph" Pn) et G(SvI, Svs; P6,
Pt) (m,n,s, et t sont nombres naturels) daux nom6nes des opera-

tions S, P, S, et P. Alors,

1) Cf. [1] et [2].
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F(SI, ., S; PI" " P) G G(SrI, ., S8; P, ., P)
implique

F(P, ., P; S,. ., Se.) <_G G(P,. P,; S. ., S6).
Lemme 2. Soient F et G les menbmes dan.v le Lemne 1, et soit I

l’opration telle que I(K)-K pour route classe K d’ensembles. Alors,
F(S,,. S; P,. P,) G(SI,. ., S8; P,. P,)

entraine

., L. L.
et

F(I,. I; P, ., P) G(I,. I; P,. P).
Pour deux nombres a et /9 ordinaux donn4s, nous dsignons par

r(B) le plus petit hombre / ordinal qui satisfait la condition (r)
clans le Thorme A. Alors le Thorme A peut tre nonc comme
il suit.

Lemme 3. Pour qu’on ait l’inSgalit5 (1), il faut et il suffit que

En autre part, M. A. Tarski a montr le fair suivant;
Lemme 4. Pour qu’on ai

3 ) PP P, (ou bien SS _>_:_
il faut et il suffit que

( sup (, B) >- v
ou bien

(ii) v=z+ 1, et cf(Z) <
4. Or, au grhce h ces lemmes, nous avons facilement le
Thorme 1. Pour qu’on air

( 4 ) SPSr PS (ou bien PSPr SP),
il faut et il suffit que r(B) et

V < e si cf(v) <, <_G_ v + 1,
sup (, V) _G_ e, sinon.

5. Quant l’in6galit6
( 5 ) S=PSr _G_ SP (ou bien P=SP <_G PS)
le lemme suivant est utile:

Lemme 5. Soient F et G deux monomes des S, et P (cf. Lemme
1) et soient X et Y deux classes d’ensembles telles que X e X et Yo e Y
entrainent X Yo=(P. Alors, F(X Y) G(X Y) implique
F(X) G(X)

Au grhce de ce lemme, nous pouvons montrer le
Th6or6me 2. Pour qu’on air l’inbgalit$ (5), il faut et il suffit

que /3 s et

2) or. [_a].
3) cf(8) est le plus petit nombre confinal i/9 (cf. [3]).
4) {} est la classe d’ensemble qui ne contient que l’ensemble vide
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sup. (, r(7)) ., sinon.
6. Or, pour discuter l’ingalitd

( 6 ) PSPr >__. PoS (ou bien SPSr S6P),
le lemme suivant est ondamental.

Lemme 6. Quand il existe une famille [m; e A} hombres
cardinaux telle que A < , < ( e A) et telle que, pour

route famille [A; e }, o <, d’ensembles qui remplit A=A,
il y a $ e tel que H > , nous avons alors PS P,SP.)

Avant mentioner la condition pour l’ingalit (5), nous intro-
duissons une notation. La fonction (B) de deux nombres a et B
ordinaux est continue par rapport a, mais non par rapport B, et
en gdndral on a lim (B’) (B) pour un hombre B limit. Donc,
pour un hombre B limit, nous posons

l(B)=lim (B’).
Alors, d’aprs le lemme 6, nous avons le
Th6orme 3. Pour qu’on air l’indgalit (6), il faut et il sut que

B et une des conditions suivantes soit remplite;
(i) ,
(ii) ,(e)B, et *7,
(iii) est liuit, lv,() , *< 7 et cf () < ,

o
*= si est limitd, ou bien =’+1, et cf(’),

*=’ si =t’+ 1 et cf (’) < .
7. Comme les consequences des TMorme 1 et Thorme 3, nous

avons la condition pour qu’on air
( 7 ) PSPr=PS (ou bien SPSr=SP).

Aprs quelques calculations assez compliques sur r(B), nous
avons le

Thorme 4. Pour qu’on ait (7), il faut et il suffit que = et
qu’une de trois conditions suivantes soit remplite;

( i ) = et r(/) < ,
(ii) a= =cf(a) r(/),
(iii) a<B=7=t(=) et B (et aussi , , et ) est fortement

inaccessible (c’est--dire r(B) B).
8. Toutes les conclusions pr6s6dentes ont 6t6 obtenues sans faire

appeler la hypothgse du continu g6n6ralise (pour abreviation, nous
la d6signerons par H), mais sans faire appeler H, nous n’avons pas
r6ussi de d6terminer la condition pour qu’on air

( 8 ) PeS SPSr, (ou bien SP PSPr).

5) P(K) est la classe de toutes les intersections des nombres arbitraires d’ensem-

bles appartinant i K (cf.
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En autre part, l’hypothse H implique
r(B)----B si B-- B’ / 1 et cf(B’),

ou bien Best limit et cf(B),
--Z/l si B-B’/I et cf(Z’)<B,
=B+2 si B est limit et ef(B)<Z,
.---c si c est limit et B < ,
--a/l si ---’/1 et

Et donc, en se servant l’hypothse H nous avons le
Thorme 5. L condition n$cessaire e$ suffisante pour qu’on ai$

(8) est que 8B et qu’une de trois conditions suivantes soit rempli$e;

(ii) r(e) o,
(iii) =/+ 1, e cf() < a.

9. Au grace des Thorme 1 et Thorme 5, en se servant
l’hypothse H, nous avons le

Thorme 6. Pour qu’on ait la $galit$
( 9 PS=SPSr (ou bien SP=PSP),
il faut et il su.t que

ou bien
(ii) /= =B, e (et aussi B, , et ) soit inaccessible.
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