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93. Sur l’l:’.‘quation Intégrale de Volterra

Par Tokui SATO et Akira IWASAKI
Institut de Mathématiques, Université de Ko6be, Japon
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., July 12, 1955)

1. Notations et hypothéses. Dans cet article, nous voulons
étendre, au cas ou f(x) et K(z,t, w) sont mesurables, quelques-uns
des résultats que 1’un des auteurs a obtenus concernant 1’équation
intégrale non linéaire de Volterra

(1) u@=f @)+ [ K@, ¢, ut) d,

en supposant f(x) et K(z, t, u) continues.
Dans la suite, nous emploierons les notations suivantes:
I: intervalle fermé 0 <x <1,
I,: intervalle fermé 0 <z <7,
4: domaine fermé 0 <t<x <1 dans le plan (z, t),
D: domaine (x,t) € 4, —co<u< + oo dans ’espace (z, ¢, u).
f(@) et f(x) seront des fonctions bornées et mesurables; K(z, ¢, u)

et K(x,t, u) seront des fonctions définies dans D, continues par
rapport & deux variables x et u pour presque toute valeur de ¢ dans
I, mesurables par rapport a ¢ et majorées par une fonction sommable
M(t):

| Kz, t, u)| < M@®), |K,t, )| < M{).

flx, ) et K(z,t, u,2) seront également continues par rapport a
A dans un intervalle A et satisferont aux mémes conditions que f(¢)
et Kz, t, w) si I'on attribue & 2 une valeur quelconque mais déter-
minée dans A.

2. Rappel des résultats connus. MM. A. Kanazawa et H. Mura-
kami® ont obtenu le théoréme suivant.

Théoréme d’existence. L’équation intégrale (1) admet au moins
une solution mesurable et bornée dans I.

Le théoréme suivant est évident et il serait inutile de le
démontrer.

Théoréme 1. Si équation intégrale (1) admet wune solution
u=u(x) bornée et mesurable dans I, la fonction u(x)—f(x) est continue
dans I.

3. Solution maximale. Théoreme 2. S K(x,t,u) est non dé-
crotssante par rapport & u, ©l existe, parmse les solutions de I’équation
intégrale (1), une qui est au moins égale dans I & toutes les autres.

Nous I’appellerons la solution maximale.
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Soit 5(> 0) une constante arbitraire. L’équation
(2) w@)=f@+y+ [ K, t, u(t) de
0

admet une solution w=wu.(x) bornée et mesurable dans I. Posons
w(@) =u(@) —f(x), W(x)=u,x)— (),

ou u=u(x) est une solution bornée et mesurable dans I de I’éguation
1). w(x) et w.(x) sont continues dans I et w(0)=0, w,(0)=2. On a
done I’inégalité
(8) w(@) < w,(x)
dans l’intervalle I,, ou 8(>0) est un nombre suffisamment petit.
Désignons par £ la borne supérieure des 8 tels que l'on ait I’inégalité
(8) dans I,. Sil’on avait §<1, on aurait I'inégalité (8) dans a <ax < §
et w(€)=w,(&).

Mais alors on aurait

[ EE b w0+ f@) de<nt [TKE w0+ £) dt
[ 0
et on ne pourrait avoir w(§)=w.(£).

On a donc l’inégalité (8) dans I.

On verra de méme que l'on a

W, () < Wa(T)
pour 5 <»'. w. &) converge donec uniformément vers une fonction
w(x) continue dans I, et l'on a
w(x) < w(@),

()= f "R, t, wt)+fE)dt, C.QF.D.

Cette démonstration nous ameéne immédiatement au corollaire
suivant.

Corollaire. Si Kz, t, u) est non décroissante par rapport & u dans
D, la solution maximale u.(x) de I’égquation intégrale (2) tend uniformé-
ment vers la solution maximale de 1’ équation intégrale (1) pour » 0.

4. Théoréemes des comparaison. Théoréme 3. S¢ K(w,t, u) est
non décroissante par rapport & u, les inégalités

f@) <f@), Ka, tu)<Kezta @<@)

entrainent w(x) <u(x) dans I, ok u=u(x) est une solution bornée et
mesurable de I équation intégrale (1) et u=u(x) est la solution maximale
de [’équation intégrale

(4) w@)=Ff@+ [ K, b, ut) d.
Si u,(x) est une solution deo
(5) Uw)=f@) +n+ [ Ko, t,u0) dt

on a I'inégalité u(r) < %.(x) dans I pour »>0. %,(r) tendant vers la
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solution maximale #%(x) de I’équation (4) pour 5 0, on a wu() < u(x).
Théoréme 4. St v=v(x) est une solution de l'inéquation

(6) o@) < f@+ [ K@, t, o) dt

bornée et mesurable dans I et telle que v(x)—f(x) soit continue dans
1, on a Uinégalité

(7) v(@) < u(x)

dans I, u=u(x) désignant la solution maximale de I’équation intégrale
(2).

L’équation intégrale (2) admet une solution u=u,(x) bornée et
mesurable dang I. (6) entraine v(0) << f(0) < f(0)+7n=u,0). On a
done v(x) < u,(x) au moins dans un intervalle assez petit I,. Il est
a démontrer que ’on peut prendre §=1. Sinon, on pourrait trouver
une valeur ¢ telle que ’on ait

(X)) < U () O<z<d),
v(§) =u.(%).
On aurait alors

o < SO+ [ K&t 0) dt

< FE) +n+ f “KGE, t, u,(b) dE=u,(6),

ce qui est en contradiction avee 1’égalité v(§)=wu.(£). wu.,(x) tendant
vers u(x) pour 5y 0, on a I’inégalité (7) dans I.
5. Théorémes d’unicité. Théoréeme 5. Si I'équation intégrale
(8) @)= [ K, t, w0)dt
0
n’admet qu'une solution tdentiquement nulle, les inégalités

Kz, t, w) < K(z, t, %) (u < W),
| K, t, w)— K@, t, w)| < K@, ¢, |lu—u'|) ((x,t)ed)
entrainent 'unicité de la solution de I’équation intégrale (1).

Soient u=wu(x) et u=v(x) deux solutions de I’équation (1). On
a alors

| u(@)—v(@) | < f “| K, t, w(t)— K@, t, o)) | dt

< f " K, t, | u(t)—v(@) |) dt.

lu(@)—v(x)| est continue dans I et satisfait donc & I’inéquation
intégrale

wx) < f mI?(x, t, w(t)) dt.
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La solution maximale dans I de I’équation (8) étant u(x)=0, on a
(@) —v(r)=0 dans I.

D’aprés le corollaire du théoréme 2, on obtient immédiatement
le théoréme suivant.

Théoréme 6. Si I?(x, t, w) est mon décrotssante par rapport & u,
et st Uon a Dinégalité

| K&, t, u, ) — K=, ¢, %, ) | < K(x, t, lu—wl),
I’ équation intégrale
w(@)=f@, D+ f " K, t, u(t), 2) dt
admet dans (0<) a) <z <1 un(emsolution et une seule u=u(x, 1) qui
est également continue dans A pour (0 <) ad) <z <1, ot a(l) est
une fonction continue dans A.

Soit S(uy, s, ..., u,) une quelconque des fonctions max {u;}, Sluy,
max {|u;|}, > lu;| ou plus généralement une fonction quelconque
satisfaisant aux conditions suivantes:

1) Sy, s,...,%,) est continue dans — oo < Uy, Us,. .., Uy < + o0;

2) S+ vy, U+ Vs, . . U+ V)

< 8@y Uay -+ -5 W)+ 8@1, vy - 215 V)3
3) ona

5( f " o®) dt, f " o) db,n .., f ”qn,,(t)dt)

=< ["S@) pt)s- -, o) dt

pour toutes les fonctions sommables ¢;x) (=1, 2,..., n).

On peut étendre® par I'intermediaire de cette fonction S(u, u,,
..., Uy, les théorémes obtenus ci-dessus au cas d’un systéme des
équation intégrales

u @)= f (@) + f K@, t, w(), wt), - - ., un(t)) dt
) G=1,2,...,n).
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