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168. Sur les Groupes Factorisables par Deux 2-Groupes
Cycliques. 1

(Cas ou leur groupe des commutateurs est cyclique)

Par Noboru ITd et Akiko OHARA
(Comm. by K. SHODA, M.J.A., Dec. 13, 1956)

1. On dit qu'un groupe G est «factorisable» par deux sous-
groupes A et B, si tout élément g de G peut se mettre sous la forme
g=ab avec a de A et b de B. Nous avons ainsi un groupe factori-
sable sous la forme G=AB=BA. Parmi les résultats récemment
publiés sur ce sujet, les théorémes suivants sont nécessaires pour
Pétude qui va suivre: soit G un groupe factorisable par deux sous-
groupes arbitraires A, B et soit (4, B) le sous-groupe engendré par
tous les commutateurs (a,b)y=aba ' b=* avec a de A et b de B. Alors
(A, B) est toujours un sous-groupe distingué de G [4]; st G est un
groupe factorisable par deux sous-groupes abéliens, le groupe des com-
mutateurs G de G est abélien [2,4]. En particulier, le cas ot G
est un groupe factorisable par deux p-groupes cycliques, a été étudié
par B. Huppert [1]: on @ d(G")=1 pour p=x2 et d(G")<2 pour p=2,
ot d(G") désigne le nombre des gémérateurs indépendants de G'; et de
plus, pour p=2, lorsque A~B=1 G’ ne peut étre un groupe abélien
du type (27,27), ot v est un entier positif [3]. Or, nous allons déter-
miner la structure du groupe factorisable par deux 2-groupes cycliques.

2. Nous considérons d’abord la structure d’un groupe factori-
sable par deux 2-groupes cycliques dont le groupe des commutateurs
@ est cyclique.

Théoreme 1. Soit G un p-groupe, o p=2. Si son groupe des
commutateurs G’ est cyclique et s’il existe un sous-groupe cyclique N
tel que N=2G', on peut trouver un sous-groupe cycligue L tel que Uon
ait LN et L& O(G), ont &(G) est le groupe de Frattini de G.

En effet, comme G/G est abélien on peut trouver un groupe
quotient cyclique L/G’ tel que L/G'& ?(G/G'), ou L/G' 2 N|G. Et de
plus, on a &(G/F)=0(HGF |G =d(G)|G, car G est un p-groupe. D’olu
il existe un sous-groupe L tel que L2 N, L& ?(G) et que L/G est
cyclique.

Ensuite, montrons que ce sous-groupe L est cyclique. Désignons
par H le groupe quotient par G’ d’un sous-groupe H contenant G'.
Soient N, G/, L engendrés par =, ¢, | respectivement. Soit l'indice
(L: N)=Vindice (L:N)=p" avec un entier m=>0. On a alors [’ ="

S

avec un certain entier v, olt % est la classe & laquelle » appartient.
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On peut voir aisément que (v, p)=1, c’est-d-dire que y=8p-+q ou
p>q>0. Dés que I’ =u", on a I” =mn"c* ot | est un représentant
du générateur I et a est un certain entier. Comme ¢* appartient &
N, il existe un entier B tel que ¢*=n?". On a alors I"" =n"c* =n?*1p?’®
=mnsr*?*+¢. Done, il s’en suit que {I*"}={n*"*?"*1}={n}=N. Cela
signifie que ! a l'ordre p™|N| ol | N| désigne I'ordre de N, c’est-a-dire
que L est un groupe cyclique engendré par I, c.q.f.d.

Théoréme 2. Soit G un groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. St son groupe des commutateurs G’ est cyclique et s’il
existe um sous-groupe cyclique N tel que N=22G', il existe alors un
sous-groupe cyclique L tel que LG’ et que le groupe quotient G/L
est cyclique.

En effet, d’aprés le Théoréeme 1, il existe un sous-groupe cyclique
L tel que L2 N et L& @(G). Dautre part, il est bien connu que
G/®(G) est un groupe abélien du type (2, 2), ou un groupe cyclique
d’ordre 2. Mais dans le dernier cas, G est cyclique. Ainsi G/@(G) a
deux générateurs indépendants. Puisque le générateur [ de L n’ap-
partient pas & @(G), on peut choisir [/, » comme représentants de deux
générateurs de G/O(G): Ped(@), h*ed(RF), G={l, h, (G} ={l, h}. Dol
on conclut qu’il existe un sous-groupe cyclique {l}=L tel que LG’
et que G/L est eyelique, c.q.f.d.

Théoréme 3. Soit G un groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. Si son groupe des commutateurs G’ est cyclique et s’il
n'existe pas de sous-groupe cyclique N tel que NG, le groupe quo-
tient G/G est alors un groupe abélien du type (27, 2). Et de plus, G peut
étre comstruit modulo (G'): par les relations a¥ =b=c*=1, (a,b)=c.

On peut supposer que G'==1. Car, si G est abélien il existe
toujours un sous-groupe cyclique N tel que Nx21=G', et alors G ne
satisfait pas & la condition du théoréme.

a) Cas ol l'ordre |G’ |=2.

Soient a, b, ¢ les générateurs de A, B, G’ respectivement et soient
2%, 2% les ordres de a,b respectivement. Sans restreindre la généralité
nous pouvons supposer que a=>fB. Comme G’ est un sous-groupe
distingué de G d’ordre 2, G' est contenu dans le centre de G. Dans
ce cas, on a les relations bien connues: (a? b)=(a, b*)=1. Cela signifie
que le sous-groupe {a’}{b’} est contenu dans le centre Z de G. Si
Z=2{a*}{b*}, le groupe G serait abélien. Donc on a Z={a®}{b*}.
Comme le générateur ¢ de G’ appartient au centre Z, ¢ peut &étre
représenté par une forme c¢=a*b*™ avec certains entiers positifs I, m.
En effet, si 21=0 (2*) ou 2m=0 (2%), G serait contenu dans B ou dans
A Ona

?=1=a*b'",

at*=p*"=1=b"" (A~ B).
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Soient 2%, 2*-¢ les ordres de a, b modulo A~B respectivement.
Lorsque A~B=1, il est clair que I’on peut mettre t=0. Et de plus,
on peut supposer que 8—t>1. Car, si B—t=1, on a bB*cA~BZ A,
A a l'indice 2 dans G et alors A serait un sous-groupe distingué de
G. Comme G est contenu dans A, G ne satisfait pas & la condition
du théoréme. On peut déduire des relations a**=b*"=1 (A~ B) le fait
que 41=0 (2*°%), 4m=0 (2*%), c’est-a-dire que 2/=h2*"""', 2m=FK2*~ ‘!
avec certains entiers positifs %, k. Si au moins un de ces entiers &,
k est pair, par exemple, h=2n, on a
czazzb2m=a2n2““'1bk2"“‘1

=a2a—tnbk25—t—1

Ebk2ﬂ"-l (A.AB),
c’est-a-dire G'& B, contrairement & hypothése du théoréme. Done,
h, k sont nécessairement impairs: A=2h'+1, k=2k'+1. On a alors
c= a2l b2m
— e+ ped-t-t peee + nf-t-1
:aza—t—l bzﬁ—-t—l aza—th,bzﬁ—tk,

=a2m—t-lb2§—t—1 2&—3,

a® " pour un certain entier n.

Pour a>p3, on a c=(a2“"ﬁb)2a_t'la2“_‘"={(aza'ﬂb)aza_’m"}ZM_I, ol B—t
—1>0. Ainsi il existe un sous-groupe cyclique N= {(a® "b)az" " '}

tel que N=XG. Pour a—t—1=8—t—1>2, on a (ab)2ﬂ—‘t—l

B~t~1 oB-t-1 B-t-1,op~t-1 B-t—-1,0p-t-1 .
=(b, a,)"’2 @ “Dg? b? =aqa? b? . On en déduit que

e=(ab)? "'a? "= {(ab)a?*}*""'. Comme 2'-:-1>4, il existe un sous-
groupe cyclique N= {(ab)a*"} tel que N=2G'. Donc, il nous reste a
considérer le cas ol a—t—1=B—t—1=1. Dans ce cas on a c¢=
ab’a? ™. Cela signifie que b* appartient 3 A modulo G’ et alors que
A est un sous-groupe ayant l'indice 2 modulo G' dans G. Lorsque
G/G’ est cyclique, G est abélien. D’ot on conclut done que G/G’ est
un groupe abélien du type (27, 2).

b) Cas ou lordre |G'|>2.

Soit g un générateur de G et soit G, le sous-groupe cyclique
engendré par 1’élément g% Il est clair que G, est un sous-groupe
distingué de G. On a (G/G,) =G'G,/G,=G'|G,. Donc (G/G,)’ a l'ordre 2.
S’il existe un groupe cyclique L/G, tel que L/G,=(G/G,), on aurait
G, / G, =G /G, et alors {{}G,=2G, ol | est un représentant du généra-
teur de L/G,. Donc on aurait {I} 2G’, ce qui est contraire & ’hypo-
thése du théoréme. D’olt on résulte qu’il n’existe pas de groupe
quotient L/G, tel que L/G,=2(G/G,). D’aprés le cas démontré a),
G/G, / (G/G,) est un groupe abélien du type (27,2). L’isomorphisme
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G/G, / (G/Gy) =G/G, / G¢'/Gy=G|G@ nous donne que G/G est aussi un
groupe abélien du type (27, 2).

¢) Construction d’'un groupe G modulo (G')%

Supposons que 'on peut construire G modulo (G')* dans le cas ol
Pordre |G'|=2. Dans le cas ou lordre |G'|>2, comme lordre
| (G/G,) | =2, on peut construire G/G, modulo {(G/G,)'}?=(F[G,).
D’aprés que G/Go/(G’/GO)Z.%G/(G’)2 on peut construire G modulo (G')%.
Done, il est suffisant de montrer que l’on peut construire G modulo
(G')* dans le cas ou lordre |G’ |=2.

Soit G/G' un groupe quotient abélien du type (27,2). Soient a,b
deux représentants des générateurs de G/G':a¥ ¢@, b2eG'. Si a¥'=c
ou b*=c, oll ¢ est un générateur de G, on aurait alors {a}=2{c} ou
{b} =2 {c}, ce qui est contraire & ’hypothése du théoréme. Donc on a
a’'=1, ¥*=1. En conséquence on a G=/{a}{b}{c}={a}{b} selon les
relations a?' =b*=c’=1, c¢=(a, b), c.q.f.d.

3. a) On peut démontrer directement le Théoréme 2 sans utiliser
le Théoréme 1. Car, G/G’ est produit direct de deux groupes quotients
cycliques. Soient f, g deux représentants des générateurs de G/G:
Fe@, 9@, GIG'={f} x (g}. Alors il nous reste & examiner dans
les quatres cas: f¥'=c¢, ¢¥’=c¢; fF=¢, ¢*°=1; f'=1, g¥=¢; f =1,
9°=1. Dans les trois premiers cas, le théoréme est évidemment
établi. Dans le dernier cas on peut voir par les calculs élémentaires
le fait qu’il n’existe pas de sous-groupe cyclique N tel que NG,
excepté le cas oli y=86=1. Mais pour y=8=1, la structure du groupe
est bien connue et ainsi le théoréme est vrai.

b) Comme on a le cas trivial pour a=1 ou 8=1, on peut sup-
poser que a>1et 3>1. Dans le cas ou A~B=1 et lordre |G |=2,

on peut choisir le sous-groupe L du Théoréme 2 tel que L= {azd'ﬁb}
pour a>B ou a=B>2, et il n'existe pas de sous-groupe cyclique
contenant proprement G’ pour a=8=2. En effet, par démonstration
du Théoréme 3 on peut voir facilement que G={0L}{b}={ol,2°‘_'3 b}{a}
et {aza_pb} =G, excepté dans le cas ol a=RB=2. La structure du
groupe G est tres simple dans le cas ol I'ordre |G'|=2 et a=B=2.

¢) Lorsque b* appartient au centre de G, G’ est un sous-groupe
cyclique engendré par le commutateur (a,bd) et l'ordre de G’ est égal
au nombre minimal » pour que a® appartient au centre de G. En
effet, pour le groupe G={a}{b}={a}{b?}-{b} on a G'=({a}{b?*})
({a}{b%}, {b}) = ({a}, {B°})({a}{}®}, {B}) = ({a}{®%}, {(B}) S {a}{D?} [4].
D’autre part G’ est engendré par tous les commutateurs (af, b) ol
0<t=<2% car on a (a'%,b*™)=1, (afb*"*")=(a’ b)b(a’, b*™)b '=(a’ b).
Comme il existe deux entiers I, m tels que (@, b)=aba 1b-'=a'b’", on
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a (ai, b)=aiba—ib-1=ai—l .aba—lb—l.ba-i+lb-l=ai—1.alem‘ba—i+1b'—l=alb2m
-a’~'ba~**'b"', Donc on a des relations (af, b)=(a, b)(a’'"*, b) et alors
on a (a’,b)=(a,b)’. On en conclut que G est engendré par un seul
élément (a,d). Pour (a,b)"=1 on a (a" b)=1, c’est-a-dire que a”
appartient au centre de G.
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