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Les Relations entre Certains Princlpes en
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(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1.957)

L’tude du potentiel dans un espace localement compact est
courant dans la thorie du potentiel, et un principe qui est une
modification du principe du maximum de Ugaheri et le principe de
continuit y jouent le rSle important. Nous verrons dans cette note
les relations entre eux et certains autres principes.

L’espace 2 dont il s’agira sera un espace localement compact,
et routes les mesures seront positives finies et / support compact
dans Y2; le support de sera not S. On dira que est pottle par
un ensemble X si SCy_X. Un noyau (P, Q) est une fonction numrique
continue dfinie dans 2 telle que oo < ((p, Q) q- oo, qui est
finie hors de la diagonale de 9 2. Le poen$iel (droit)engendr par

est dfini par

f(p, Q) d(Q).

(i) Principe du maximum de Frostman: Pour toute on a
sup U(P) sup U(P).
P2

(ii) Principe du maximum de Ugaheri: I1 existe une constante c :> 0
telle que

sup U"s(P) c sup U(P)
Pf PS

pour route .
(iii) Principe du maximum de Ugaheri faible: Pour tout compact
K, il existe une constante c-c(K)O telle que

sup U"(P) c sup U’(P)

pour toute porte par K.

1) Voir Choquet et Deny [3, 4], Ohtsuka [6], Brelot et Choquet [1]. L’auteur
a annonc certains rsultats sur ce sujet aux rdunions de la Socidtd Mathdmatique du
Japon en automne 1955 et 1.956, chaque fois Kyoto.

2) Voir Choquet [2] et Ohtsuka [7]. L’auteur a utilisd les principes (iii) et (ix)
dfinis ci-dessous au debut de son dtude gnral du potentiel daus un espace localement
compact mais il a trouvd aprs que [2] a eu dtd publiC, que (iii) peut tre remplacd
par (iv) qui est plus faible. Dans un mmoire sous preparation il fera l’usage aussi
de (vi).

3) C’est appel autrement le premier principe du maximum.
4) Donn darts [7].



38 M. 0HTSUKA [Vol. 33,

(iv) Principe du maximum dilatd satisfait sur tout compact:) Pour
tout compact Kt?, il existe une constante c-c(K)O telle que

sup U(P) c sup U(P)
PK PSb

pour toute porte par K.
(v Principe de limitation supdrieure:) Le fait que sup U(P)< +

PS
entraine que sup U(P)< + .
(vi) Principe de limitation supdrieure faible: Si la restriction de
U(P) S est continue et finie, U(P) est bornd suprieurement dans
tout l’espace.

(vii) Principe de limitation supdrieure satisfait sur tout compact:
Pour tout compact K et pour toute g porte par h sup U(P)< +

PS
entraine sup U(P)< + .
(viii) Principe de limitation supSrieure faible sarisfair sur tout
compact: Pour tout compact K et pour toute porte par K, si
la restriction de U(P) S est continue et finie, U(P) est born
surieurement sur K.
(ix) Principe de continuitY:) Si la restriction de U(P) S est
continue et finie, U(P) est continu et fini dans tout l’espace.

Th6orme

o exprime que cette relation est vraie si inf (P, Q)-.)
,Q2

Voyons ceux qui sont djE connus. Choquet 2J a tabli (iv)
(ix)) et l’auteur [7 a montr (iii) (v). ]lest vident que (i) (ii)

(iii) (iv), (v) (vi) (viii), (vii) (viii), (ix) (viii). L’exemple
dans n 3 de 7_] tablit (v) (iv);) alors (v) (ii) est une consequ-
ence de cette elation et de (ii)

L’exemple suivant tablira (i)(ii):) Supposons que consiste
en intervalle 0, 1 et un point P0, et posons (P, Q)-log 1/PQ si

5) Donn dans 2].
6) Un noyau qui stisfait ce principe est appe]d gulier dans 2].
7) La question sur la relation dans le cas gdndral reste ouverte.
8) I1 n’a demandd que la semi-continuit4 inf4rieure du noyu en diagonale dans

x, mais il me semble que la continuit4 est n4cessaire comme l’exemple suivant,

indique" dans le plan ordinaire posons (0, 0)1 et 2 ailleurs;, a]ors (iv) es,satisfait

mais le potentiel engendrd par la masse-unit place l’origine est y discontinu.

9) Alors (viii)(iv) est une consdqence de (v)(vi)(viii). D’autre part (iv)
(viii) est 4viden et ainsi le rdsultat (iv) (ix) de Choquet cit ci-dessus est obtenu si
l’quiva]ence (viii) (ix) est vraie. Celle-ci sera en effet dtblie qnelques lignes
d apres.

10) Exemple 2 donnd p. 77 de 5] aussi en sert.
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P, Q 0, 1, ((P0, P0)- + et (P0, P)-(P(P, P0)-alog 4 pour tout
P e.0, 1-]. Alors si 0 est la rpartition d’quilibre de masse-unit
sur 0, 1, Uo(P)-log 4 partout sur [0, 1, mais Uo(Po)-a>log 4.
Ainsi (i)n’est pas satisfait. D’autre part, pour toute mesure porte
par 0,1 on a

sup U(P) a sup U(P),

et donc (ii) est satisfait.
Pour tablir (ii)(iii), prenons une infinit d’intervalles [I,} dont

la longueur est un et prenons d’ailleurs des points [P}. Nous posons

(P, Q)-log 1/PQ si P et Q appartiennent mme I, (Pn, P,)-- + ,
(P,P)--(P,P)--a si PIn, a tant un hombre positif fini qui
tend vers + avec n, et (P,Q)-(Q,P)-I si ou bien PeI et
Q e I (n m) ou bien P P et Q eI (n m) ou bien P P, et Q-P
(nm). Alors (ii) n’est pas satisfait mais (iii) est satisfait. Ainsi
on voit que (ii)(iii).

Considrons le noyau (P, Q)-I+PQ dans le plan ordinaire;
alors tout potentiel avec ce noyau est continu et fini dans tout
l’espace et tend vers + lorsque P tend vers le point l’infini.
Lorsque S K,

supf(P, Q)d(Q)(l+diam K)(9) (l+diam K)sup(P,Q)d(Q).
PK PS
Ainsi ce noyau satisfait iv) mais non (vi); c’est--dire (iv)(vi).
Alors (iv) (v), (iv) (iii), (ix) (vi) seront conclus si on tient compte
des relations dj tablies.

Encore il reste dmontrer (vi) () (v), (viii) (vii), (viii) (ix).
Si on examine la dmonstration du Thorme i dans [7, on trouvera
facilement qu’elle est valide presque telle quelle pour prouver (viii)

(ix). Puis, puisque inf (P, Q) , la dmonstration de (vi) ()
P,QK

(v) est valable pour (viii) (vii). Donc nous allons dmontrer seulement

(vi) ()(v): Si inf (P, Q)-m < 0, on pose (P, Q) -(P, Q)-m.,
Admettons que U%P) soit born6 sur S. Alors U(P) P, )()

U(P)--m() est born6 sur S. eomme U(P) U(P), il supra
de d6montrer (vi) (v) sous l’hypothgse (P, ) 0 dan x.

8uosons qu’il existe U(P) tel qu’il soit born6, soit <1, sur S
mais ne soit as born6 dans ; il existe {P} tels que U(P)+
avee . Etant donn6 s>O, on eut trouver un sous-eomaet KS
tel que (S--K)<s et que la restriction de U(P) K soit eontinue.
Alors la restrietion K du otentiel engendr6 ar la restriction
de K est continue et finie et done U(P) est eontinu et fini
dans d’aprgs la relation (viii)(ix) mentionn6e ei-dessus. I1 existe

P tel que U(P)l * e on y a
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0 U(Pn) V(Pn) max (P(Pn, Q)" (S-K)<e max (P(Pn, Q).
QS

Done sie est assez petit,

U,(Pn) > U(P,,)/2> k 2;
divisons une telle par 2 et la d6signons par v. Alors U(P) est
continu dans 9, U(P)<I/2 sur S et U(P)>k. Si on pose
v-v, la restriction de U(P) SS est continue et finie mais

k

V (Pn) U% (P,) > k,
qui est en contradiction avec (vi). Ainsi la relation (vi)()(v)est
6tablie et tous sont maintenant d6montr6s.
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