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au Moyen des Espaces Rang&. ii

Par Shizu NAKANISHI
(Comm. by K. KUNUGI, M.a.A., Jan. 12, 1957)

Continuons la dmonstration du Thorme 4 de la Note I.’ Pour
cela, remarquons d’abord que, si I (i-1,2,. ., io) est un systme lmen-

taire tel que I fF+ 0 pour tout i, on a . .+(x)dx < 2+

Ii
En effet, puisque *+--F, on a IF0 pour tout i. 0n a donc,

selon 8), (D) f() d-- f() g < 2-(* Puisque N
Ii IiF

contenu dans F+, on a LF+0 pour tout i. 0n a donc

.= (D) f() g_ f() g < 2-a,,, Cons6quemmen, il en
Ii Ii Fn+

0

f() g < 2-(,, + 2-,, < 2-,a, Done, e,() g
I F I

+2-(+ )< 2-" )

0bservons maintenant que la suite u-{u.}, u.--V(F:, ,.; f.)
(n--0,1,2,...) est une suite fondamentale qui jouit de la propri6t6 P’.
D’abord, nous allons montrer que la suite u est monotone d6eroissante.
I1 est facile de voir qu’on a V(F, ,=.; f.) V(F+,, ,.+,;f=.+a). I1
suffit done de voir qu’on a V(F, v.+; f.) V(F+, ,=.+; f.+). Soit
g() une fonetion queleonque darts V(F+=, ,.+=; f=.+). Alors, la
fonetion g(x) s’6erit L.+()+P()+r(x), o p(m), r(x) sont des fonetions
en esealier satisfaisant aux conditions [1], [2] et 3. Puisque la
fonetion L.+() s’6erit L.+(z)+p.+,(m)+r.+,(z), g(m) peut s’6erire
de plus L.+,(z) + (p(x)+ p=.+,(z))+ ((z)+r=. +,(z)). Mais, on voit de plus
que p(z)+p.+,(z) et r(x)+re.+a(z) possdent les propri6t6s suivantes:
[1] r() s’annule pour tout m F+, puisque F{+ F+. r.+,(z)

n+ls’annule pour tout F+, puisque r=.+,()--t.+(). Par suite,
+r=.+,() s’annule pour tout x e F+,; [2] 0n a, pour tout n--l,2,...,

1.) Shizu Nakanishi" L’intdgrale de Denjoy et l’intdgration au moyen des espaces
rangds. I, Proc. Japan Acad., 32, 678-683 (1956).
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f f f
f

+ 2-++’<2(2-+’+’+2-+’)<2-+ Pour n--O, on a de

mme p(x)d<2- Done, pour tout n-0,1,2,...,

+p+(x)]dx<2-++2-+=2-+; [3 Nous avons dj vu plus

hau qu’on a f,()d <2-(* uisque [, b N, @0. Done,

(r(x)+r+(x))dx <2-++2-(n+)=2-+) Done, on a g(x)eV

(F+, ,+; f+)
0n a selon 5) rues (CF+)--mes (CF)<2-(+), et on a de mme

mes(CF)<2- Done, V(F:, ,,;f) est un voisinage de rang
Par consequent, la suite u’ est fondamentale.

Ensuite, montrons que la suite fondamentale u’ jouit de la pro-
pridt P’. Les proprits [1, [2 et [3j ont t dj rues plus haut.

f f.1) On a, pour tout n=2,3,..., p(x)]dx- ]p+(x)[dx
j=OCFn+ CFn

f -f f -f
CF CF CF CF

=0
CF CF CF

CF CF CF

+ lt?(x) ldx < 2-(2(n-)+*)X 2 2-(+’)= 2-2n+1 Pour n--1,
CFn

on a de mme la propri6t6 a.1). Pour tout n-1,2,..., on a

j=O
CF2n+

a.2) a dtd dj vue plus haut. a.3) On a, pour tout n-2,3,...,

2n f,lr2m lf fCFnCF2n CFn

+ f :(). D’autre part, on a selon 4) fm=l m=l
CF CFn

f f fet on a t(x)]dx- ]t(x)--t(x)ldx t(x)-t(x) dx 2
CF CF

Done, o f() g < 2-(a, + 2-* < 2-( 2-’* Pour
+1
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n--l, on a de mme la proprit a.3). Pour tout n-1,2,..., on a

r(x) dx- , r(x) dx< 2- <2- On voit sans peine
m=l m=0

2n
la proprit fl).

Enfin, montrons qu’on a presque partout limf(x)--f(x). Pour

cela, il suffit de montrer qu’on a presque partout limf(x)-f(x).
Pour tout Xoea,b, il y a un nombre naturel mo tel que xoeF

m0
0n a alors f(Xo)--s(x0)+ t(Xo). D’autre part, on a f(x)--s(x)

W () pour tout n--l,2,-.- En effet, nots avons, pour n--l,

f(x)=f(x)Wp(x)+r(x)--So(X)+(s(x)--So(X))+t(x)--s(x)+t(x). Sup-
posons que nots avons dj vu le rsultat voulu pour n-m--1 ( 1).
Nots avons alors f(x)=f

_
(x)+p_(x)+r_(x) =f(_(x)+p_(x)

+r_(x)- [s_(x)+ t_(x)} + [(s(x)-s_(x))+ (t(x)--t_(x))}
k=l =1

+t(x)=s(x)+t,(x). Puisque xoeFo, on a, pour tout n>mo,

f(xo)=s(xo)+ t(Xo). Consquemment, il en rsulte qu’on a, presque

tout Xo, lim (x0)--lim s(Xo) + (lim t(Xo)) S(Xo) + t(Xo) f(Xo).
Puisque la suite u est une suite fondamentale qui jouit de la

propritd P’ et qu’on a presque partout limf(x)-f(x), on a, en

vertu du h6orgme 8, I[ (D)

Lemme 8. Soit - {}, -V(N, u; f) (-0,1,2, ), e ite
fogametale qi oit ge la fofidt P’. Poo limf()--f().
Alors, pour tout intervalle J content dans a, b, on a

f f(D) f(x) dx- fo(X) dx+ p(x) dx+ r() dx,
J J J J

oh p,(x), r(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant la condi-
tion ).

Dmonstration. 0n a dj vu dans la dmonstration du Thorme
3 que f(x) est intgrable au sens de Denjoy sur tout intervalle Jet

on a (D) [f(x) dx-lim [ f(x) dx. Pour tout F, on a f(x) dx
JflFm Jfl$

f ffo() g+ o ()g+ () g’ n effe, si i>, on a
JF JFm JF

f f f f puisque rn(X)
JF JFm JFm JFm

s’annule pour tout xeF quel que soit n m. Puisqu’on a dj vu

que if f()g=f f(w)g, on a de ,lus f f()g-f fo()d
JF JFm JFm JF



16 S. NK/kNISHI [Vol. 33,

f+ o p,(x) dx+ r(x) dx. En outre, on a selon a.1) et 2
,=0

JI F JI F

J JlF J-F J--F
m--1 b[p(x)[dx+ fl p(x)[dx < 2-’+ 2-<2

CFm

Done, -,lim (=of () g)-=of () g" 8i mo est un nombre
JFm J

naturel tel que No J@0, on a, selon .2) et .3), pour tout m mo

J JFm

CFm J

Donc, lim . (x) dx. Cons6quemment, il s’ensuit que
JFm J

J JFm J J J

Alors, pour tout F, si l’un au moins des extrdmitds de tout intervalle
appartient , on a

,= (D) f(x) dx l<max fo(X) mes =J +2-(--a’,

quelle que soit la suite des intervalles (h--1,2,...) n’empidtant pas
le le ate et telle qe l’itfie ge tot oit

I II Ifl F

o I (k--l,2,...) est la suite des intervalles contenus dens a, b]

D6monstraion. Puisque l’in6rieur de tout est eonenu dens
--1

fCF, on a, selon .a), o= = I()g-’ Pour tout 2, on a

N&@0 (h=1,2,...). Par suite, on a, selon .2), f,()g-our tou m. Done, uisque f()-0 et u.<u(.. our tout

i, il s’ensuit que o= = ()g 2-’ + 2-(’- On a de mme

J CFn CFn CF
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=1 f<2---2-(-- ) Donc, en vertu du Lemme 3, on a = (D) f(x) dx
Jh

Jh JA Jh JA

.o p(x) + r,,(x) dx <max fo(X)[" mes + 2
Jk Jk

En outre, on voit de mme que, si l’on pose F(J)-(D)Jf(x)dx pour
J

tout intervalle J contenu dans [a,b, O(F; ILD< +, off O(F; II)
est l’oscillation de la fonction d’intervalle F(J) sur l’intervalle I I.
Donc, on salt) que (D)_] d- ,(D)I f() dx+f f() d.

i i

Lemme 5. Soit u= [u}, u= V(F, ,; f) (n=0,1,2,...), une suite
fondamentale qui jouit de la proprit$ P’. Alors, pour toute suite
des hombres naturels [m,; i=0,1,2,...} telle que
< v,+ pour tout i, la suite des voisinages u’"

1; 1;
est une suite fondamentale qui jouit de la proprit P’ et telle qu’on
ait la fois u’ u et u u’.

D6monstration. Observons d’abord que la suite u’ est monotone
d6croissante. I1 est facile de voir que V(F,
v,+-- 1; f,+) pour tout i. Soit g(x) une fonction quelconque dans
V(,+,v,+--I; f,+). Alors, la fonction s’6crit f,+(x)+p(x)
+r(x), o p(x), r(x) sort des fonctions en escalier satisfaisant aux
conditions [1, [2 et [3. La fonction f,+(x) 6tart un 616inert de
V(F,+, v,+; f,+), elle s’6crit f,+(x)+p’(x)+r’(x), o
sort des fonctions en esealier satisfaisant aux conditions [1, 2 et
3. Done, g(x) peut s’6crire f,+(x)+(p(x) + if(x)) + (r(x) + r’(x)).
Mais, on voit de plus que p(x)+p’(x) et r(x)+r’(x) possdent les pro-
pri6t6s suivantes: 1 r(x)+r’(x) s’annule pour tout xFm+ puisque

Fm+,F,+,; [2] 0n a I (x) + p’(x) ldx

+f’(w))g<2-+-’ Done, on a () V(P+,u.--I;
On verra sans eine que la suite monotone d6eroissane

fondamentale.
Nnsuie, montrons que la suite fondamenale ’ jouit de la ro-

ri66 P’. Puisque la suite joui de la prori6t6 P’, on eut oser,
our tout =0,1,,...,f.()=f()+()+f(), o m(), () sont

2) Voir S. Saks: Theory of the integral, 257 (1937).
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des fonctions en escalier satisfaisant la condition ). Doric, f./()
2(ni+ lmt)

=fm/(x) -{- p/(x) + r+(x) et f+(x) fm(x)
=1 j= 2(mi+l-mi) -.1

pour tout i--0,1,2,. Posons maintenant p+,(x)-- p+(m),
2(m mi- 1)--

j=

=+,(x)-- r+(x) et p=(x)--r;(x)--0 pour tout i. Alors,
j=l

les fonctions sont des fonctions en escalier satisfaisant g la condition ).
En effet, on voit que: 1 r=+,(x) s’annule pour tout x e Fe+, puisque

F+F+ (jl); 2 Puisque p(x)-- 0 et + <,+l)+, il

s’ensuit que +(x) ax ++(x) dx < E2-++
l=O

t=O t=O j=l
CF2mi+ CF2mi+ CF2mi+
2i+ 1--1f +1--1

fN lpz(x) dx
2m

CF2mi+ CF2mi+

0n a de mSme ]Pt( )]dx+ +t+(x) dx< 2 +1
t=0 =0

CF2mi+ + CF2mi+ +

<2-++-); a.2) Soit I (k=l,2,..-,k0) un systSme lmentaire tel
qu’on ait I F,+@0 pour tout k. Puisqu’alors on a I F,+ 0

( 1), il s’ensui que f,() g 2-’m* ( 1). Done.,

f
2(mi+l-mt)-i

f o+()d

Jmme que a.1).
Enfin, observons qu’on a la lois u’u et u u’. Pour tout

V(F,,,;f,), si m est un nombre naturel tel qu’on ait n2m, on
a V(F, ,; A) V(F+, ,+--1; +). En effet, soit g(x) une
fonction quelconque dans V(F+, ,+-- 1; f+). Alors, la fonction
s’crit f+(x)+p(x)+r(x)=(x)+p(x)+r(x), off p(x), r(x) sont des
fonctions en escalier satisfaisant aux conditions [1], [2j et [3. Mais
p(x) et r(x) possdent de plus les proprits suivantes: [1 r(x)
s’annule our tout

’_[f()g<2-’.’ Done, g(w) est une fonction dans de 2mg

f:), et par suite dans celle de V(F, ,;f). Donc, on a uu’.
D’autre part, puisqu’on a V(F, ,--1; f,) V(F, ,; f) quel que
soit n, on a dvidemment u u’. ( suivre)


