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Les propositions nonces dans cette note sont contenues dans un
mmoire d’auteur qui paraitra prochainement,) et les dmonstrations
sont omises. Soient E et F deux espaces vectoriels localement con-
vexes;2) par L(E, F), nous dsignerons l’espace vectoriel des applications
linaires de E dans F, et par A?(E, F)l’espace des applications linaires
continues de E dans F.

Saul mention expresse du contraire, nous dsignons par E un
espace vectoriel, et par F un espace normS. De plus, nous entendons
par A? un sous-espace vectoriel quelconque de l’espace L(E, F) satis-
faisant aux conditions suivantes:
(1) Quel que soit w e_L(F, F), les applications composes wou de w
et u A? appartiennent
(2) Quel que soit x0 dans E, il existe u e’ tel que u(x)-O.

Or, dans l’espace L(E, F) muni de la topologie de la convergence
simple, ’ est partout dense, et par suite en munissant de la topologie
de la convergence simple, le dual ’ de t? est identique celui de

L(E, F). Nous appellons la topologie (A?, A?’)3) la topologie faible sur

A?, ainsi par exemple, dire qu’une partie M de A? est faiblement com-

pacte dans A? signifie que M est compacte pour la topologie a(, ’).
Une partie M de l’espace L(E, F) est dite F-disquSe ou un F-disque,
si avec deux applications linaires u et v, M contient aussi toutes les
applications linaires wou+wov, oh. w et w sont deux endomor-
phismes continues de F tels que l]wl I] + l]w. ]] 1. Soit M une partie

de A?; l’ensemble 2r des u e A? tels que u(x) e M(x) pour tout x e E
s’appelle l’adhSrence algbrique de M dans ; si M--M, on dit que
M est algbriquement ferm5 dans A?. Pour abrger des langages,
nous dirons qu’une topologie sur E est compatible avec si elle est
localement convexe spare et que l’espace (E, F) est identique /

A? lorsqu’on munit E de cette topologie.
THI10RtME 1. Soient E un espace vectoriel, F un espace norm5,

[ un sous-espace vectoriel de L(E, F) satisfaisant aux conditions (1) et

1) S. Kasahara: Le probleme de la duahte en une forme generale dans la theorle
des espaces localement convexes, paraltre dans Math. Japonicae.

2) Tout espace vectoriel envisagd dans cette note est celui sur la droite numri-
que.

3) Pour cette notation voir N. Bourbaki- Espaces vectoriels topologiques, Chap.
IV, Hermann, Paris (1955).
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(2). Soit un ensemble de F-disques faiblement borns de , filtrant
croissant et stable par homothdties. Munissons E de la topologie ;(,F)
la moins fine rendant quicontinus tous les lments M e9. Alors
l’espace (E, F) est identique au sous-espace de l’espace L(E, F) r-
union des adherences faibles des adherences alg$briques, dans L(E, F),
des ensembles M2. Pour qu’une partie de l’espace L(E, F) soit un
ensemble quicontinu pour la topologie (, F), il faut et il suffit
qu’elle soit contenue dans l’adhrence algbrique de l’adhrence faible,
dans L(E, F), d’un ensemble M.

THtORIME 2. OUS les conditions du Thorme 1, en supposant
que F est un espace de Banach r$flexif, pour qu’une topologie soit
compatible avec toutes les applications linaires de rang fini appartenant, il faut et il sut que soit identique ( une topologie (, F),
oit est un ensemble de F-disques faiblement compacts dans re-
couvrant _.

En particulier:
COROLLAIRE. Soient E un espace vectoriel, F un espace norm

de dimension finie, un sous-espace vectoriel de L(E, F) satisfaisant
aux conditions (1) et (2). Pour qu’une topologie sur E soit compatible
avec ?, il faut et it suit qu’elle soit plus fine que la topologie ;([(u);
u}, F) et moins fine que la topologie (, F), ot est l’ensemble
des F-disques faiblement compacts dans . (Bien entendu, ([(u); u e },
F) est la topologie la moins fine sur E rendant continues toutes les
applications appartenant

THORME 3. Soient E un espace vectoriel, Fun espace de Banach

rflexif satisfaisant la condition d’approximation, un sous-espace
vectoriel de L(E, F) satisfaisant aux conditions (1) et (2). Pour qu’une
topologie sur E soit compatible avec , il faut et il suit que ce soit
identique une topologie (), F), ot est un ensemble de F-disques
faiblement compacts et algbriquement ferms dans

I1 rsulte aussitSt le
THIORIME 4. Soient E un espace localement convexe sdpard, F

un espace de Banach rflexif satisfaisant la condition d’approxima-
tion. Les topologies sur E compatibles avec l’espace (E,F) sont
exactement les topologies localement convexes comprises entre la topo-
logic ( {(u); u A?(E, F)}, F) et la topologie (, F), ot est l’ensem-
ble des F-disques faiblement compacts et algbriquement ferms dans
(E, F).

Dans les thormes 1, 3 et 4, la condition que les ensembles ap-
partenant soient algbriquement ferms ne peut tre superflue

moins que l’espace F soit de dimension finie.

4) cf./. Grothendieck: Produits tensoriels topologiques et espaces nucldaires,
Memoirs Amer. Math. Soc., no. 16 (1955).


