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68. L’Intégrale de Denjoy et UIntégration au Moyen
des Espaces Rangés. III

Par Shizu NAKANISHI
Université d’Osaka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., May 15, 1957)

D’aprés le Théoréeme 3 et le Théoréme 4 montrés dans la Note
“L’intégrale de Denjoy et l'intégration au moyen des espaces rangés.
I”, nous voyons aussitét que: 1) Si f(x) est une fonction intégrable
au sens de Denjoy, il existe au moins une collection maximale f* qui
contient au moins une suite fondamentale jouissant de la propriété P’
et telle que J[f*]=f(x).” Réciproquement, 2) si f* est une collec-
tion maximale qui contient au moins une suite fondamentale jouissant
de la propriété P’, la fonction J[f*] est intégrable au sens de Denjoy

et on a I[f*]=(D) f bJ [f*]dx. Le but de cette Note est de montrer

qu'on a de plus que: Considérons la famille G(P’)® des collections
maximales dans l’ensemble U(P’) des suites fondamentales jouissant
de la propriété P’, alors il existe une correspondance biunivoque entre
les collections maximales f*(P’) de G(P’) et les fonctions intégrables

au sens de Denjoy, et on a I[/*(P)]1=(D) [ TLHPY]de

Commencgons d’abord par le
Lemme 6. Sotent u={V(F,, w,; )} et v={V(H,, v,; 9.)} deux suites
Sondamentales qui jouissent de la propriété P’ telles qu’'on ait J[u]
=J[v]. Alors, il y a une suite fondamentale uw*={V(F}, v¥; f¥)} qui
jouit de la propriété P’ et telle qu’'on ait & la fois u*<<u et u*=<<v.
Démonstration. On peut supposer que les suites u et v jouissent
des propriétés suivantes: On a, pour tout »=0,1,2,---,
( 1 ) P <V
( 2 ) u2n+1+6</-‘2(n+1)9
(8) mes(CFy,,,)<2 “m+1+24+9 ot mes (CHy,,q,) <27 V2+179+9 off a est
un nombre naturel tel que 2*>max{max f,(x), max g,(x)},

(4) ;i-.;(:f |f2j(90)|dx<2-<m+1+3>’

OF9(n+1)

(5) f Ig2n(w) ]dx<2_(\,2,"+1+3)’

CHy(n+1)

1) Voir K. Kunugi: Sur les espaces complets et réguliérement complets. II,
Proc. Japan Acad., 30, 912-916 (1954). Dans cette Note, convenons d’identifier deux
fonctions qui ne sont différentes que sur un ensemble de mesure nulle,

2) La définition sera donnée plus bas,
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(8) S [ Ifu@)|du<zomu,

j=00H2(n+1)
En effet, posons m,=0 et soit n, le plus petit nombre des nombres
n tels que wy,, <ve, €0 pom,.1<ve..:o Supposons qu'on ait déja défini
les nombres m, et n,. Soit m,,, le plus petit nombre des nombres m
tels que vy,,.1+6<py,, mes(CF,,)<2 ®m+17¥+% (o' est un nombre

naturel tel que 2“'2max{m3.xfmo(w), max 9.,(@)}) et Ji‘o f | fom (%) | d
CFyp
<2-%m+1*® - Qoit m,,, le plus petit nombre des nombre; n tels que
Memgyy < Vew  Mamg, o1 < Venrr, 168 (CHy,) <27 Cmprivesd, f | gon (%) | dac
141 CHap
<L 27Vt et 1_20 f | fom (@) | d<<27@m+1+®, Alors, on voit aussitot
CHyy
qu’'on ait, pour tout ¢=0,1,2,---, m,<m,,;, ®,<N,q Homge1< Hamg,, et
Von;+1<Van,, - Done, si Von pose u'={V(F/, u; )}, ot Fyi=Fy,, Fi.,
=Fop;uss :“‘A/’izl‘ﬂm,;—]-’ /é’i+1=/~"2mi+l—1; ‘fzitzf2mi7 .f2,i+1=.f2mi+1’ et si 'on
pose v'={V(H,, v, gm)}, ou IIZ;:Hznp I{2§+1=H2ni+l; uéi=V2ni—1’ Voir1=
Vongr1— 1 92:=02n; 9i41=02n;+1, il Tésulte du Lemme 5% que u’ et v’
sont des suites fondamentales qui jouissent de la propriété P’ et telles
quon ait w'<u et v'<v. Elles possédent les propriétés (1)-(6), et
de plus, puisque J[u]=J[v], on a J[u']=J[v'].

Soit &,(x) la fonction qui coincide avee f,,(x) pour tout xeC(H,,
—F,,) et avec g,,(x) pour tout xe H,,—F,,. Posons FE=Fp, =F,,.,
UHsnstyr Y3n=Vons1r Yome1=Veur1+1 et foi=fom,;=h,. . Alors, on voit
que la suite w*={V(F}, v} f¥), n=0,1,2,...} est une suite fonda-
mentale qui jouit de toutes les propriétés voulues. En effet, posons
Jud@) =F2(@) + . (2) +7,(2) et g,.1(2) =9.(2) +7,() +5,(x), 0l p, (@), 7,(x)
et ¢,(x), s,(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant & la condition
@) respectivement. Posons f(x)=J[u]=J[v].

1) wu* est une suite fondamentale. La fonction k4, ,(x) s’écrit
o1 (%) = h(®) + D31 (@) + 755 _1(®), 0U Din_1(X) = Cr,p (@) focn 1 1,@) —Fen(®))
=+ CFg(n+1)nOF2”nH2n(x) (f: 2(n+1)(w)—g2n(w))+CH2nnCF2(”+1)(w) (G2cn (@) — g2n(x>)y
T ()= CFz(n+1) ncwwuzzw(x) Sacn () — CFz(n.g.l)ﬂC(anUHzn)(x)f 20 ()

+ CH2(n+1)n0(F2(n+ l)uzzm)(m)gzm + 1)(95) - CHz(n+1)ﬂC( Paen+1)U I{2n)<w)f 2n(95)
+CC(F’z(n.,.l)UHz(n+1))(x)(f2(n+1)(x) —fﬁn(x))' On VOit alors que: [10] 7‘2’:‘—1(&7)

s’annule pour tout x¢ F,,|JH,,=F5_,. [2°]On a f [ facn +15(®) — fon(2) | d
. Fon
< f | Dons1(®) | dx<2-¥2m+1, 11 résulte du Lemme 1 que f | focn s 15() —

Fon+1)

3) Voir S. Nakanishi: L’intégrale de Denjoy et I'intégration au moyen des espaces
rangés, II, Proc. Japan Acad., 33, 13-18 (1957),
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f(x) | de<2-%amin-b et f | gou(®) — (@) |dw < 2-¥»~P, de sorte qu’on

Hay

) | Fansn®) = g3u(e) | do < 2030400 4 2070, On

Fatn+HNCFoyNHop

b
| Gocn s 1,(®) — 92 (@) | de < f | Qo1 (®) | de<2-“m+?, D’autre part,
HopNCF(n+1) L
on a, d’apres (1), (2) et ce qu'on a u, ;>pu, et v, >v. pon 1 =pe.+1=>
YVon - 1+87 F"’(rn—1)>V"n+1+72M2n+1+82l‘2n+92u2n—1+16? v2n2#2n+1—>—’)2n—1

1]
+8 et v, 1= ponr1+1=vs,1+9. Done, on a f|p2";._1(x)[dw<2““2"-1+”.

[8°] On a, d’aprés (6), f | feu() | de << f | fon(@) | dip << 27 Oam-1+9,

Fom+1)NC(FapU Hyp)d CHy,

On a, d’aprés (4) et (6), f | fonl) | dict f

Hom+1)NC(Famn+1)UHg,) C(Fon+1)U Ha(m+1))

| Frnoo@ = @) 42 [ 1 Fu@ ot [ | Funsof@) | dm<2-omess

CFo(m+1) CHyn+1)

+2-%m+1+®  Fnsuite, évaluons la valeur Sonrn(@)d|.

Fon+1)NC(FypyUHyy)

|

D’aprés le Lemme 1, on voit d’abord que Soon+r(@)d

Fo(na1)NC(Fyp UHyp)
- @) dwls [ 1 funen@) = f@) | dw < 2-¢200-0, Con-
Fotn+1)NO(Fon U Hyy) Fa(n+1)
sidérons ensuite touts les intervalles contenus dans [a,d] contigus &
I’ensemble fermé F,,|JH,, et qui contiennent des éléments de Fl,.,,,.
Désignons par J, (k=1,2,---) touts les intervalles tels que l'un au
moins des extrémités appartient & F,, et désignons par I, (I=1,2,
) touts les autres intervalles. On a alors, d’aprés le Lemme 4 et

(3)’ 2- (Vo — 1+5)+2 (o, =) et 2’(D)ff(m)dx}<2 Vogp—1+5)

427V, Dés1gnons par J,, (h=1,2,-.:) touts les intervalles con-
tenus dans J, contigus a Fy,.,, et par I, (h=1,2,--.) touts les
intervalles contenus dans I, contigus & Fy,.,;,. On a alors, d’aprés le

Lemme 4 et (3), 3} z\a)) f f(w)dx|+z 2](0) f f@)de

+ 2 %@+ De plus, d’aprés le Lemme 4, on a (D) f S(x)de

< Q- (Hen41+ 5

=30 [f@dot [ f@de et (D) f f(@) do=33 (D) f f (@) de

Jkn TN F2(n+1) Iin

+f f(x)dz, de sorte qu’on a 1f (x)dw‘<}_,if (x)dwi

LNFa(n+1) Fon+1NCFap UHgp) JE0F2(n+1)
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2/

£@) dw. <2

IiNFa(n+1)

-I-Z‘.;(D)ff(w) dw‘-l—Z‘. Zl(D)ff(x) dw‘ Done, il s’ensuit que

® [ s as|+ 351 33/(D) Jro s

Iip
“(n+1)(x) dxl<2 WU2(n+1)— 1)+2 Vop— 1+5)_|_2 (u2”~3)+2 Vop—1+ 9
Fo(n+1)NOF g, UHgy)
42709 4 2-Uams1+9 4 O=Grm+-P On g de méme f Gocn+ () dx!

Ho(n+1)NC(Fo(n+1)UHgy)

< 2-(142(”.‘_1)—1) + 2—(}1.2”.'.»1-%5) __I_ 2—(}12(9”.1)-8) + 2—(112"_14-5) __]_ 2—(112:,.—3) + 2-(V2,,,+1+5)
+2-%m+n-3, Conséquemment, d’aprés ce qu'on a pg.q,=>ve, ,+16,
/~l'2n2"'2n 1+7’ V2n>V°n l_l"8 M2n+1>u2n 1+87 l"2('rl.+1) Yon- 1+17 et Yon+1

>v,,.1+9, il résulte des inégalités ci-dessus que 'on a 1 f 73 () do
<2 Vop— 1+2)+2 Vop— 1+8)

Soit g(x) une fonction de V(Fy, vois fon) =V (Fon., U Honany Yousss
Bu.r)-  Alors, g(x) s'éerit g(x) =k, () +p'(@)+7'(%) = hy(x)+ psi_1(2)
+rd_ (@) +p' (@) +7'(x), ol p'(x), r'(x) sont des fonctions en escalier
satisfaisant aux conditions [1], [2] et [8]. On voit alors que: [1]

ro_(®)+7'(x) s'annule pour tout xeF,,UH,. [2] On a f bl Do (%)

+p/(w)ldefb|p2’§,_1(w)|dx+fbl p(w)ldw<2—(v%+3)+2_w2"“)<2_(v2”_1+n'

[3] On a

a a

b D D
f (ré (@) +7r'(x)) dw\S\ ['r.};,_l(x) dw’—l—U‘ (%) doc‘<2“"2"-1+2’
a :1, a
4 27Vm-1+® 4 9-Omi £ 2-Om-1+D Done, g(x) est une fonction de
V(F:zf:_p Vo _1) fz’f»q)o On a évidemment V(FS, vis fzﬁ)QV(F‘zﬁnr Vini 13
f&.). Done, u* est une suite monotone décroissante des voisinages.
On a de plus ff =/, v <vig<vi.o mes(CFE) <2 et
mes (CF;‘;,+1)<2“”2”;1+1. Done, u* est une suite fondamentale.

2) w* jouit de la propriété P’. Puisqu'on a pi(x)=0, il est clair
qu'on a la propriété a.1) pour psi(x). Pour pk_,(x), la propriété a.l)
résulte aussitot de la définition de ps_;. Puisqu'on a rf(x)=0, il est
clair qu’on a la propriété «.2) pour »#. Pour 74_,, on a la propriété

a.2) de méme que [3°] ci-dessus. «.3) On a 22:}) f | r(z) | da
=5 |70s@) [ dz = 33 [ | Fron @) = fonl@) | d

1
C(Facn+1)U Ha(n+1)) C(Fa(n+1)U Ha(n41))

<[ Vfemen@dat 3 [ fon@) | dw<2-omensd 4 g-omar <9,
m= m=1

CHym+1) CFy(n+1)
2n+1
A X .
De méme, on a > f | ri(x) | de<22m+n, On a évidemment la pro-
m=0

X
priété (). OFam+
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3) On a w*<u. Il suffit de montrer qu’on ait, pour tout n=1,
2.0, V(Fam-1yr pacn-15 fon-1) 2V (Fon_gy vih_gs fono1)y C-t-de V(Feno1y
Pacn-13 Soen-1) 2V (Fon U Hypy v2n-1+1; hy). Silon pose p(x)= “CH%—FM(‘”)
Jom-n(®) + Coctty - 7y (@) P2n-1(®) — Crrypp_py (E)T 0 1(%) € (@) = T4,_4(%)
+CH2n—F2n(x)g2n(w)’ (@) S'écrit fo-1(@)+p(@)+r(x). D'aprés (4), [2] et

.3), on a f | faen-1(@) | do=< f | fan-n(®@) | dp < 27 Vam-14® < 7 Pan-1v®,

Hyp=Fan CFyp
| Do 1(w) | dip < 27¥2n- etf l?‘zn-i(x)ldWSfl?‘zn_l(w)ldw<2"‘2”-
CCHop = Fop) Hon=Fop CFap

Puisqu'on a, d’aprés (1) et (2), pg>pen-s+7, il en résulte que
v b
f | p(x) l dx < 27Fm-14 9-%m-1+D  De plus, on a \ f 7'(06) dx‘ < Q-¥an-1

+ 2-%m-1+0 Fn effet, il résulte du Lemme 1 qu’on a f | f(x)
Hop=Fon

— e, (@) | dw <2970, Soit J, (I=1,2,---) touts les intervalles contenus

dans [a,b] contigus & F,, et qui contiennent des éléments de H,,.

Pour tout J,, désignons par J, (t=1,2,---) touts les intervalles con-

tenus dans J, contigus & H,,. On a alors, d’aprés le Lemme 4 et (3),

2|(D) f f(@) dw1<2 ¥an=1+9 4 - ban=), }_J zl(D) f f(x) dxl<2 On—1+9)

Jue

4-2-%m-® ot (D)ff(w) dx—X(D)ff(w)dw-l-f Sf(x)dx. Done, on a

i f F@) dxl S f F(@) das|< s

<2 (Mzn-1+5>+2 (|L2n—3)_|_2 <v2n_1+5)+2 Vop - 3) D’apres ce qu’on a ﬂgnz

b
Mon-1F8, von = pon_1+9, €t vy, 1=, 1+1, il s'ensuit que 1[ r(x) dw’

+3 20 [r@ ]

1=1 t=1

< } f Pana(®) dx‘ ¥ i f () d ' < 2-vmer g f | £() — gen(@) | dt
n Hzn"FZn
+( f f(x) dw’<2 *’*2"-1-|-2 wam-1+D_ Soit g(x) une fonction de V(Fy, U Hz.
Hop~Fap

van-1+1; k). Alors, g(@) s'éerit g(a)="h, (@) -+ ' (@) 41 (@) =Fan-1,@)+ (P()
+ 0" (@) + (@) +'(x)), ol p'(x), r'(x) sont des fonctions en escalier satis-
faisant aux conditions [1], [2] et [8]. Il résulte de celle-ci et des
inégalités ci-dessus que g(x) est une fonction de V(Fi,_ 1 Macn-153 Socn-1)-

4) On a w*<<v. Il suffit de montrer qu’on ait, pour tout n=1,2,
ooy V(Hoen- 190 Yaon-153 Gaen-15) 2 V (Fom_s, Vi i3 S 1)s €t V(Hyn 150 Van-159
g?(n—l)) 2 V(F2nU H2m U2n—1+1; hn)' Si l,on pose q(x): _CCHM(«’.) g2(n~1)(x)
+ CHM(W) Qo -1(%) _CCH2n(x) 8an-1(%) + CHznnpgn(x) (fon(®) — g2u(®)) + Cc;zzn(x)
So(@) €t s(&) = 8y,_1(&), h,(x) Séerit gy, @)+ q@)+s(x). D’apres

®) 2], a3) et ©), on a [ g0 (@ |do<2 om0, [ | @] da

CHy, CH,,
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<2-Ym-0, flsgn_l(w)ldw<2'“2" etflfzn(w)ldx<2"”2”—1*“. De plus,

CH,, CH,,

du Lemme 1 il résulte que f | fon(2) — 9g.(®) | dx << f | fon(@)— S ()| de
HypN Fan P

—|—f[f(x)—gzn(x)ldw<2“"2"‘1’+2““2"“’. Done, on a fb| q(x) | dx < 2-Yen-1

Hyy,

i

-Oon—-1+1) l i —_— i ‘ ~Von-1 i
+2 . En outre, on a | | s@)dx|=| | 85,_.(%) dw‘<2 . Soit

g(x) une fonction de V(F,,UH,,, vs,_,+1,k,). Alors, g(x) s’éerit g(x)
=h, (@) +¢' (@) + 8 (@) = gzcn-1,(®) +(2(@) + ¢ (@) + (s(2) +5'(x)), ot ¢'(x), 8'(2)
sont des fonctions en escalier satisfaisant aux conditions [1], [2] et
[8]. 1l résulte de celle-ci et des inégalités ci-dessus qu'on a g(x)e
V (Hyon- 151 Yan-155 Jzcn-15)-

Désignons par U(P’) 'ensemble de toutes les suites fondamentales
jouissant de la propriété P’. Une famille f*(P’) des suites fonda-
mentales de U(P") sera dite une collection maximale dans U(P')*
lorsqu’elle satisfait & deux conditions suivantes: (1) Pour deux suites
fondamentales «a, 8 de f*(P’) il existe une suite fondamentale  de
f*(P") telle qu'on ait & la fois y<<a et y<<B; (2) il n’existe aucune
famille des suites fondamentales de U(P’) qui satisfait & la condition
(1) et qui contient f*(P’) comme sous-famille distincte de f*(P’).

Théoréme 5. Sotent f*(P') et fi*(P’) deux collections maximales
dans U(P"). Alors,

1) St JLAXPHY]I=JILLP)], on a [ (P)=F(P)).

2) St fX(PFELKP), on a fFPHNLHPH=0.

Démonstration. 1) Puisqu'on a J[f*(P")] = J[f*(P’)], pour
deux suites fondamentales u,, u, appartenant & f*(P)U/f*(P’), on a
J[u,J=J[u;]. Done, il y a, en vertu du Lemme 6, une suite fonda-
mentale u appartenant & U(P’) telle qu'on ait & la fois u<<u, et u<<u,.
Conséquemment, il s’ensuit que f*(P)=f*(P’). 2) Supposons qu’il y
ait une suite fondamentale de f*(P)Nf*(P’). On a alors J[fi*(P')]
=J[f*(P)]. Done, on a, d’apres 1), fi*(P")=s3*(P’). Il est contraire
a [P 2P,

Désignons par G(P’) 'ensemble de toutes les collections maximales
S*(P'y dans U(P’). Alors, d’aprés le Théoréme 4, le Théoréme 5 et
le Théoréme 3, on a le théoréme principal:

Théoréme 6. Pour toute fonction f(x) intégrable au sens de Den-
joy, il ewiste une et ume seule collection maximale f*(P') de G(P")
telle que J[f*(PY]=f(x). La correspondance entre les fonctions inté-
grables au sems de Denjoy et les collections maximales de G(P') est

biuntvoque. On a I[f*(P’)]=(D) f DJ Lf*(P")]dx pour toute f*(P’)
de G(P'). a
4) Voir K. Kunugi: Loec. cit., p. 218.




