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68. L’Int$grale de Denjoy et l’Intgration au Moyen
des Espaces Ranges. III

Par Shizu NAKANISHI
Universitd d’Osaka

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., May 15, 1957)

D’aprs le Thorme 3 et le Thorme 4 montrs dans la Note
"L’intgrale de Denjoy et l’intgration au moyen des espaces ranges.
I ", nous voyons aussitSt que: 1) Si f(x) est une fonction intgrable
au sens de Denjoy, il existe au moins une collection maximale f* qui
contient au moins une suite fondamentale jouissant de la proprit P’
et telle que Jf*-f(x).1) Rciproquement, 2) si f* est une collec-
tion maximale qui contient au moins une suite fondamentale jouissant
de la proprit P’, la fonction Jf*J est intgrable au sens de Denjoy

et on a If*--(D) f*d. Le but de cette Note est de montrer

qu’on a de plus que: Considrons la famille G(P’) ) des collections
maximales dans l’ensemble U(P’) des suites fondamentales jouissant
de la proprit P’, alors il existe une correspondance biunivoque entre
les collections maximales f*(P’) de G(P’)et les fonctions intgrables

au sens de Denjoy, et on a I[f*(P’)-(D)J[f*(P’)dx.
Commenons d’abord par le
Lemme 6. Soient u- V(F, ;A)} e v- V(H, ; g)} deu suites

fondamentales qui jouissent de la propri5t P telles qu’on air J
=J[vJ. Alors, il y a une suite fondamentale u*--[V(F:, ,; f)} qui
jouit de la propri5t P’ et telle qu’on air la fois u*u et u*v.

Dmonstration. On peut supposer que les suites u et v jouissent
des proprits suivantes: On a, pour tout n-0, 1, 2,...,

(2) Vn.+6<
(3) mes (CF+,)<2-+++ et mes (C+,)<2-+’++’, o est
un nombre naturel tel que 2 max {max A(x), max g0(x)},

j=O
CF2(n+ 1)

1) Voir K. Kunugi" Sur les espaces complets et rgulirement complets. II,
Proc. Japan Acad., 30, 912-916 (1954). Dans cette Note, convenons d’identifier deux
onctions qui ne sont diffrentes que sur un ensemble de mesure nulle.

2) La dfinition sera donne plus bas.
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j=O

En effet, posons mo--O et soit no le plus petit nombre des nombres
n tels que mo<,n et .mo/l<’.n/l. Supposons qu’on ait dj dfini
les nombres m et n. Soit m+ le plus petit nombre des nombres m
tels que +6, mes (CF)<2-++’+* (a’ est un nombre

que 2"’ max {maXo(X), max go(X)}) et f [f(x)]dxnaturel tel
j=O

CF2m
< 2--,++). Soit n,+ le plus petit nombre des nombres n tels que

,,+,
CH2n

<2-(,++’ et.= ](x)]dx<2-’,++. Alors, on volt aussit6t
CH2

qu’on ait, pour tout i--0,1,2,..., m,<m+, n<n+, e,+<,+, et
"n,+ <’,+, Done, si l’on pose u’-- V(F:, ; f:)} o F’--F,, F2

=F,+; --,,--1, d+ ,,+--1; f--f,, f.=f**, et si l’on
"g)}, o ’--Hn,,pose v’ V(H:,

:nt+--X; g=g:n,, gJ+--g:,+, il rsulte du Lemme 5 ) que u’ et v’
sont des suites fondamentales qui jouissent de la proprit P’ et telles
qu’on air u’u et v’v. Elles possdent les proprits (1)- (6), et
de plus, puisque Ju JvJ, on a J u’J J v’J.

Soit h(x) la fonction qui coincide avec f:(x) pour tout x C(.H:n
F:n) et avec

que la suite u* V(F:, ,; f2), n=0, 1, 2,... est une suite fonda-
mentale qui jouit de routes les proprits voulues. En effet, posons
fn+l(x):fn()+pn(X)+n(X) et g+(x)=g(x)+qn(X)+S(X),
et q(x), s(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant la condition
a) respectivement. Posons f(x)=JguJ=Jv.

1) u* est une suite fondamentale. La fonction h+(x) s’crit

s’annule pour tout x FonUH--F*.,_. [2 0n a f
f
(+)

3) Voir S. Nakanishi" L’intdgrale de Denjoy et l’intdgration au moyen des espace
rangds. II Proc. Japan Acad. 33 13-18 (1957),
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fx) dx<2-((’/)- et f gn(X,)-- f(x) dx < 2-%-), de sorte qu’on

a f f+(x) g(x)[dx < 2-(,’+)- +2--. 0n a
F(n+1) CF2n H2n

f g(+,)(x)--g(x) dx qn+(X) dx<2-(’’+9. D’autre part,
H2n CF2(+ 1) a

on a, d’aprgs (1), (2) et ce qu’on a +> et ,+>u,
2n +8, (n 1) Un +7 2n + +8 2n+9,_ +16,

+8 et u.++1_+9. Done, on a [g_()]d<

[3] 0n a, d’aprs (6), f if(x)ldxf if.(x)ldx<2
F2(n+l) 0 C(F2nU H2n) CH2n

0n a, d’aprs (4) et (6), f If:n(x) ldx+f
f f dx+f f:(+)(x) dx<2

CF2(n+ 1) CH2(n+ 1)

+2-(’++). Ensuite, dvaluons la valeur f
F(n+1) C(F2nUHn)

D’a,rgs le Lemme 1, on volt d’abord que If

sid6rons ensuie touts les inervalles eontenus dans
l’ensemble ferm6 PUH et qui eontiennent des 616ments de
D6signons ar (k-l, 2,...) touts les inervelles tels
moins des extr6mit6s aartient P, et d6signons
..) touts les autres intervalles. 0n a alors, d’args le Lemme

Jk

+2-%-). Dsignons par J (h=l, 2,...) touts les intervalles con-
tenus dans J contigus F:(+), et par L, (h=l, 2,...) touts les
intervalles contenus dans L contigus F:(+). 0n a alors, d’aprs le

Lemme 4 et (3), = = (D) f(x)dx + (D) f(x)dx <2-"++
Jkk llh

+2-(=("+) -a). De plus, d’aprgs le Lemme 4, on a (D)ff(x)dx
N,(D)ff(x)dx+ f f(x) dx et (D)ff(x)dx= N,(D)ff(x)dx

Jkh Jk F2(n+ 1) I

Y+ f(x) dx, de sorte qu’on a f(x) dx N f(x) dx’
k=l
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f-t- f(x) dx (D) f(x) dx .-f- : (D) f(x) d
II Fl(q+ 1) Jk Jkk

+= (D) f()g += = (D)
I Ilh

F2( 1)0 C(F2n H2n)

+2-(:--)+ 2-(’-++)+2-((-+)

It2(n+1) C(F2(n+ 1) U H2n)

+2-((+) -). Consdquemment, d’apr6s ce qu’on a :(n+) ":-,+ 16,

,:_,+9, il r6sulte des in6galit6s ci-dessus que l’on a

* ;Soit g(x) une fonction de V(
h+,). Alors, g(x) s’6crit g(x) hn+
+r,_,(x)+p’(x)+r’(x), off p’(x), r’(x) sont des fonctions en escalier
satisfaisant aux conditions [1,

r’(x) s’annule pour tout x

3] 0n a (r (x)+r’(x)) dx

+ 2-(--+)+ 2-(-+) < 2-(--+). Donc, g(x) est une fonction de

f+). Done, * st un suit monoton deroissnt ds voisinags.

On a de plus f-f+, * * (CF)<2- et
mes (CF )<2-*+. Donc, u* est une suite fondamentale.

2) u* jouit de la proprit P’. Puisqu’on a p(x)-O, il est clair
qu’on a la proprit a.1) pour p:(x). Pour p_(x), la propritd .1)
rsulte aussitSt de la dfinition de p_. Puisqu’on a r(x)-0, il est
clair qu’on a la proprit .2) pour r* Pour. _, on a la proprmte

.2) de mme que [3] ci-dessus. .3) On a 0 r(x) dx

((+1) UH(+)) ((+) U(+))

d< 2-<++a+2-<++a> < 2 +’

De mme, on a 1()i2-’+,. 0n a 6videmment la pro-

pri6t6 (). +
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3) On a u*u. I1 suffit de montrer qu’on ait, pour tout n-l,
2,..., V(F(_,), _; f(_,))

_
V(F*_,, *_; f_,), c.--d. V(F(_,),

(-);A(-)) V(FsHs, .,_.+ 1; h). Si l’on pose p(x)--Cn,_(x)

+Cn_(x)g(x), h(x) s’crit f(_)(x)+p(x)+r(x). D’aprs (4), [2 et

a.3), on a .f If(n_)(x)dxf if(_)(x)idx<2-(-+)<2

--f ]p_(x)dx<2--- et f ]r_(x)dx--f r_(x)]dx
C(H2n- F2n) H2n F2n CF2n
Puisqu’on a, d’aprs (1) et (2), _+7, il en rsulte que

+2-(-*. Nn effet, il r6sulte du emme 1 qu’on a [ f()
H2n-F2n

--g:(x) dx< 2-(:-). Soit J (l- 1, 2,...) touts les intervalles contenus
dans a, bJ contigus F: et qui contiennent des lments de
Pour tout J, dsignons par Jt (t-l, 2,...) touts les intervalles con-
tenus dans J contigus H:. 0n a alors, d’aprs le Lemme 4 et (3),

(D & (D)
Jl Jlt

f f f+2-(’- et (D) f()g=(D) f()g+ f@)g. Done, on
=l

Jt Jlt Jt H2n

Hgn- Fgn gl Hgn J1 Jlt
<2-(’-+)+2-(-)+2-(-+)+2-(’-a). D’a.prs ce qu’on a

2_+8, u_+9, et _2_+1, il s’ensuit que r(x)dx

tI2n 2n H2n F2n

+F@))+@@)+’@)), o ’@), ’() sont des fonetions en esealier satis-
faisan aux conditions [1, [2 e [8. I1 r6sulte de eelle-ei et des
in6galit6s ei-dessus que () est une foneion de V(N(_, _;f(_).

) On a *v. I1 sut de montrer qu’on air, our

_,)V(NUH, u_+l; h). 8i l’on ose q()--()_@)

f@) et s@)-_@), h@) s’6eri (_()+q()+@). D’args

q_(x)dx
CH2n CH2n
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2-(-), } s2_(x) ldx <: 2-" et } f2(x) dx< 2-(-’+). De plus,
CH2n CH2n

du Lemme 1 il r6sulte que _f [(x)-g:(x)[dx,.f_ [(x)--f(x)[dx
H2 F2n F2n

+ f(x)--g(x)dx<2--+2--’. Donc, on a [q(x)dx<2-’-
H2n

+-’-*’. En outre, on a ()g _()d <-’-. Soit

() une fonetion de V(NUH,
_

+1,

son des fonetions en esealier satisfaisant aux eonditions [1,
[83. I1 r6sulte de eelle-ei eg des in6galit6s ei-dessus qu’on

D6signons ar U(P’) l’ensemble de routes les suites fondamentales
jouissen de la rori6t6 P’. Une famille f*(P’) des suites fonda-
men,ales de U(P’) sera dire une eoZeetio maimle U(P’)
lorsqu’elle satisfait deux conditions suivantes: (1) Pour deux suites
fondamenales ,N de f*(P’) il exise une suite fondamentale de
f*(P’) telle qu’on ai la lois et N; (2) il n’exise eueune
famille des suites fondamentales de U(P’) qui satisfai la condition
(1) e qui eontien f*(P’) eomme sous-famille distinete de f*(P’).

U(P’).
1) Si * *

a
D6monstraion. 1) Puisqu’on

deux suites fondamenales , aartenang f*(P’) *

[=[. Done, il y a, en vergu du Lemme 6, une suite fonda-
men,ale earenan U(P’) elle qu’on aig la lois et .
Consequemmen, il s’ensui que f(P’) *=f
ai une suige fondamentale de f*(P’) *f (P). On a alors [f*(P’)
=J[f*(P’). Done, on a, d’ergs 1), f*(P’)=f*(P’). I1 esteonraie

D6signons 9at (P’) l’ensemble de toues les collections maximales
f*(P’) darts U(P’). lors, d’args
le h6orgme 8, on a le h6orgme rineial:

h6orgme 6. Po tote foetio f()
o, i eite e et e ele eolleetio maimale f*(P’) de (P’)

fble e ge Deo et le

4) Voir K. Kunugi: Loc. cit., p. 218.


