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24. Sur le Probl.me de Neumann pour l’quation
/u(P)--F(P, u(P), 3u(P))

Par Tokui SAT5
Institut de Mathmatiques, Universit de Kobe

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Feb. 12, 1958)

Rcemment MM. Johannes et Joachin Nitsche ont obtenu des
rsultats intressents relatifs au problme de Neumann pour l’qua-
tion

u+u (u) +(u).
On peut tendre leurs rsultats un cas plus gnral. Par exemple,
considrons l’quation
1 zlu(P)-- F(P, u(P), u(P))

et cherchons la solution qui satisfait la condition

2 du(P) f(p)
dn

sur la frontire, oh / est le laplacien:

et du(P) est la drive prise suivant la normale intrieure.
dn

Soient T un domaine appartenant B et S sa frontire dans
l’espace des variables Xl, x, xs. Soient f(x, x., x) une fonction continue
sur S et F(x, x, x, u, p, p, ps) une fonction continue et majore en
module par une constante M dans le domaine

(x,x,x)SUT, -<u, ,,<+.
Supposons d’abord qu’une solution de l’quation (1)continue dans

S [J T satisfait la condition (2), les drives partielles du premier et
du deuxime ordres tant continues respectivement dans S [_J T et dans
T. Si S’ est la frontire d’un domaine T’ dans T, la formule de
Green ) donne

dn

off da est l’lment d’aire de S et do celui de volume de T. La fonc-
tion 1 off tee est la distance du point variable Q un point fixe
P, est harmonique dans l’espace entier saul au point P. En dsignant
par T() le domaine limit par S et par une sphere S()de centre P
et de rayon assez petit, on obtient
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1 du(Q)
dn dn

8(6) ’PQ PQ

_---f(u(Q) d 1 1 du(Q)-’}d,, +--f.X. F(Q, u(Q), au(Q,)d.
dn dn /

L’int4grale

S(6) TpQ

converge vers --4u(P) lorsque 80. On a de plus, d’aprs (3),
1 du(Q)d

S() TpQ

off T() est l’intrieur de S(S). Done on obtient, en faisant SO,

(e -.. F(, (), 0())a.

Soit F(P, Q) la 2onction de Neumann relative g T, c’est--dire la
fonction telle que

1F(P, Q)=. +w(Q),
re

off w(Q) est une *onction harmonique qui est rgulire darts T et satis-
fair g la condition

d +dw k (k-eonst O)d r d
sur la *rontire S. Si l’on remplaee 1/re par F(P, Q)-w(Q) dans
l’galit ei-dessus et remarque que l’on a, d’aprs la *ormule de Green,

du(Q) fw()F(, u() au())d,dw(Q) u(Q)-w(Q)dg- ;
on obtient

u(P)- 1 fF(P, Q)f(Q)daQ
4

()
k--4 fF(P, Q)F(Q, u(Q), au(Q))dq+ fu(Q)daQ.

T

0n a par suite e
Th&or&me 1. Si une solution u=u(P) de l’dquation (1), admettant

des d$riv$es partielles du premier ordre continues dans S U T et des
ddrivdes partielles du deuxime ordre continues dans T, satisfait la
condition (2) sur S, on a (4) et

ff(Q)da= rE(Q, u(Q), 3u(Q))d.
T
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(5) u(P)--

Considirons l’quation en u(P):

fc(P, Q)f(Q)daQ-4fF(P’Q)F(Q, u(Q), Ou(Q))dQ.

L’quation en

s’crit

(6)

1v(P)--u(P)+-- f Q)f(Q)da,

1 I’(P, Q)F Q, v(Q)v(P)= 4--

F(P, Q)f(Q)da tant une fonetion harmonique dans T, on peut d-

montrer, eomme le thorme d’existenee dans mon article,a’ que l’qua-
tion (6) admet une solution continue ainsi que ses drives partielles
du premier ordre dans S U T. L’quation (5)admet done une solution
u-u(P) continue ainsi que ses drives partielles du premier ordre
dans S U T.

Dsignons maintenant par d le laplaeien gnralis:

=lima f=- f=o 2r
d {v(x+rsinScos,x+rsinSsin,

x+r cos 8)-v(a,, x, x)} sin 8d8.
Alors u-u(P) v6rifie (1) dans T et

du(P) f(P)+C ’(7)
dn

sur S, off

(s) C-{ff(Q)d-fF(Q, u(Q), au(Q))do}.
On peut donc noncer le
Th&or&me 2. L’$quation (5) admet une solution u--u(P continue

ainsi que ses d4riv&s partielles du premier ordre dans S U T qui saris-

fair aux relations (1) et (7), oh C est la constante d4finie par (8).
Cette solution satisfait l’$quation (1) dans T, si l’on entend par d
le laplacien gn$ralis$.
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