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Sur la Relation de Fuchs Relative d l’Equation
Diffrentielle Linaire

Par Masuo HUKUHARA
Institu de Mahmatiques, Universi4 de Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.Z.., Feb. 12, 1958)

pour

On sait dj que l’on a la relation
/’+-t-/- 1

P r 2 / x

C’est l’analogue de la relation de Fuchs relative la fonction P de
Ri.emann, et il m’a sembl6 vraisemblable que l’on pourrait obtenir une
formule analogue dans le cas g6n6ral oh l’6quation diff6rentielle lin6aire
admet des points singuliers irr6guliers.

Consid6rons l’6quation diff6rentielle lin6aire

1 +x p_(x)y’ +p,,(x)y-O,
off p(X),..., pn(X) sont des fonctions holomorphes en x=0. Elle peut
tre considre comme l’quation limite de l’quation

(xm _a )nyn) +(Win _a )n- p(x)y.-(2) +(x -a )p_(x)y’+p(x)y=0
pour a 0. Celle-ci admet dans le voisinage de 0 m+ 1 points singuliers
rguliers sa (j=0, 1,..., m), oh

2iexp

Soient ,..., les n racines de l’quation dterminante de (2)en
X a.

D’autre part, l’quation (1) admet en gnral n solutions formelles
de la forme

y =e-(x)#[o+x+... +x +... } (o 0),()
off

(4) A x) o___o r a,
mx (m--1)x- x

Si, par exemple, l’quation en :
5 +(0)-+ +_(0)+(0)=0

admet n racines distinctes, chaque racine a0 de cette quation cor-

,2,I,I: %(C)2, II,, (1941) (M. Hukuhara:
Int6gration des ]quations Diff4rentielles Ordinaires, II, quations Lin4aires, Iwa-
nami, en japonais).
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respond une solution formelle off a0 prend la valeur a0. Dsignons par,. ., a, les valeurs que prennent ,. ., _, lorsque a0-a0.
J’ai pu dmontrer que la somme des tend vers la somme des

lorsque a0 dans les cas m=1,2,3. I1 serait donc naturel d’en
conjecturer q.e l’on aurait la mme conclusion dans le cas de m quel-
conque. Je vais maintenant d’en donner une dmonstration. Ce fait
tabli, il serait facile d’tendre la formule de Fuchs au cas oh l’quation
diffrentielle linaire admet des points singuliers irrguliers.

2. L’quation dterminante de (2) en x=#a est

(-1)...(2-n+l)+ P(sa(--l)...(--n+2)+...-0.
m+ 1 (#a)

Par suite on a

: 2 m+ 1 (#a)
On a ensuite

(m+1)(+1) 1 l(0)(sa)
=o = 2 m+l =o

+P(O)(sa)’-+"" + (m--1)l- ml
p)(0)+ ._.

On en d6duit

6 ) lim I= (m+ 1)n(n-- 1)_ p")(O),-
car

J (eJa) , (#a)1-- (#a)-1--0.
=o =o =o

3. Posons
z-x{o++... },

et calculons les d6riv6es de y-e()z. On voit sans peine

et les termes non crits contiennent xz-(-)( ) en facteur. On a donc

Z n_k(X)( A’(x))

( 7 ) +xz p_(x)(x A’(x))-(x+A"(x))

+...-0,

p0(x)-l, x+lA’(x)=ao+alx+ +a,_lx-1,
les termes non 6crits contenant x/+ en facteur.

Cela pos6, consid6rons l’6quation alg6brique en u:
8 ) F(u, x) O,

off
F(u, x)=u+p(z)u-+ +p_(z)u+p(x).
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Posons
F(u, x)-F(u)WxF(u)WxF.(u)+

Si les n racines de l’quation F(u)--O sont toutes diff4rentes, les n
racines de l’quation (8) sont des fonctions holomorphes de x en 0.
Calculons la somme de ces racines:

+ + + +
On a

(k=l, 2,. ., n).

B(x)- 1 uF(u, X)du
2ri F(u, x)

=--(rsidu de uF/F en u--c),
off C est un cercle de centre 0 et de rayon assez grand. Or, on a

uF(u, x) =(n+(n-- 1)u-p(x)+...)/(1+u- p,(x)+ )
F(u,x)

=n--u-p(x)+
On a par suite

B(x)=--p(x), ----: ,: h!
La relation (7) montre que les m premiers termes de la premiere

somme dans le premier membre s’annulent. Par suite x’/A’(x)coin-
cide avec les m premiers termes de l’une des n racines de l’quation
(8). On peut donc poser. (k-l, 2,..., n; =0, 1,...,m--I)
et l’on a

pi  (O), a= (j-O, 1,. ., m--l).

4. Pour simplifier l’criture, nous dsignons par
B(x)--o+x+ +x+.

une des racines B(x) et nous supposons que x"+M’(x) coincide avec
les m premiers termes de B(x). On a alors

P,_(x)(x"+’A’(x))
k-----0

p_(x){B(x) zt- k(x"+ A’(x)-- B(x))B(x)-+...
k----O

--BF’(ao)X+...,
les termes non .crits titant de degrs suprieurs m. La relation qui
dtermine devient donc

--,F’(ao)--(m+ 1) E Pn-k(O)olko--l+ On-k(O)OOk-I-O"
k=2 -----i

Celle-ci peut encore s’crire

:,-F m+ 1 aoF"(ao).
2 F’(ao)

Par suite
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Or, on a

On a done

= = 2 F’(ao)

a0,F"(a0,)_ lim uF"(u) --n(n--1).:: F’(ao)-- F(u), 2_ (m+ 1)n(n-- 1) pi)(0)
: 2 m!

et en remarquant la relation (6), on obtient la relation d6montrer

(9) lim ,-.
a=0 k=l k=l

S. Nous dirons que

(0) +(0)e’-+ +_(0)e+(0)=0
est l’Squation dSterminante en 0 de l’quation (1). Si elle admet n
racines diffrentes l’une de l’autre, nous dirons que l’origine est un
point singulier ordinaire de multiplicit$ m+l. A chaque racine
de l’quation (10) correspond une solution formelle (3). Les nombres
a,..., a_ seront appels les exposants caractSristiques correspondant

la racine ao et, en particulier, le dernier exposant cavactdristique.
Si une quation se ramne par la transformation x-t-a l’quation,
qui admet 0 comme point singulier ordinaire de multiplicit re+l, le
point a sera appel aussi point singulier ordinaire de multiplicit
de l’quation propose. Les exposants caractristiques en 0 de la trans-
form4e sont les exposunts caract4ristiques en a de la propose. Dans
le cas du point l’infini, il suffit de considrer la transformation x= lit
au lieu de x=t--a.

Cela pos, considrons l’quation

(11) qo(X)y()+q(x)y(-)+ +q_(x)y’
oh qo(X), q(x),..., q(x) sont des polynomes de x. Les zros a, a,...,
a de qo(X) sont des points singuliers de l’quation (11). Si a est un
point singulier rgulier (ou point singulier de multiplicit =1), nous
dsignons par ,,..., les n racines de l’quation dterminante
en a. Si a est un point singulier ordinaire de multiplicit , nous
dsignons par ,..., les n derniers exposants caractristiques. On
dfinit de mme et ,..., par rapport au point l’infini. Sup-
posons que les points a, a,...,a et soient des points singuliers
rguliers ou des points singuliers multiples ordinaires. On peut alors
considrer (11) comme l’quation limite d’une quation du type de Fuchs
qui admet M= points singuliers rguliers, y com-
pris le point l’infini. Le rsultat du paragraphe 4 nous montre que
l’on a la formule gn$ralisSe de Fuchs:

(12) W --(M--2)n(n--1)/2.
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6. Revenons / l’quation diffrentielle (1) et cherchons la signifi-
cation analytique de la somme qui se trouve dans le second membre
de la relation (9).

Soit (opt(x),..., n(X)) un systme fondamental de solutions de l’
quation (2) dfinies dans un voisinage d’un point x0. Si x rentre au
point de dpart x0, en dcrivant une lacet autour de a, il subit une
substitution linaire qui sera reprsente par une matrice A0. Puis,
si x rentre au point de dpart x0, en dcrivant une lacet autour de a,
il subit une substitution linaire qui sera reprsente par une matrice
A, et ainsi de suite. Par suite, si x rentre au point de dpart Xo, en
dcrivant dans le sens positif une courbe ferme autour de a, as,...,
ae, le systme fondamental de solutions (opt(x),..., COn(X)) subit une
substitution linaire qui sera reprsente par le produit des matrices
A0, A,..., A. I1 est bien connu que si ., ,..., sont les racines de
l’quation dterminante en a#, exp (k-1, 2,. ., n) sont les n racines
de l’quation

On a donc

et puis

A--2I[ O.

exp ;,y--(--1)n A
k=l

exp , --(-- 1)"/! AoA... A, i.
En y faisant a->0, on obtient la formule

exp _, --(--1)(’/)iA !,
oh la matrice A reprsente une substitution que subit un systme
fondamental de solutions de (1) quand x rentre au point de dpart x0,

en dcrivant une lacet autour de 0.


