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23. Sur la Relation de Fuchs Relative d l’équation
Différentielle Linéaire

Par Masuo HUKUHARA
Institut de Mathématiques, Université de Tokyo
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Feb. 12, 1958)

1. On sait déja que l'on a la relation™
A+ pt g =1

pour
co 0
—N—
Pia 2 u wp.
o N #/

C’est l'analogue de la relation de Fuchs relative & la fonction P de
Riemann, et il m’a semblé vraisemblable que ’on pourrait obtenir une
formule analogue dans le cas général o I’équation différentielle linéaire
admet des points singuliers irréguliers.

Considérons I’équation différentielle linéaire

( 1 ) x(m+1)ny(n)+x(m+l)(n—l)pl(x)y(n—l)_l_ “ oo
+a"*'p, (%)Y’ + pu(%)y =0,

ol py(x),---, p(x) sont des fonctions holomorphes en £=0. Elle peut

étre considérée comme 1’équation limite de 1’équation

( 2 ) (xm+1_am+l)ny(n)+(xm+l_am+1)n-1p1(x)y(n—l)+ “ e

+(@" ' —a™ )p,_(2)y +p.(2)y =0
pour a—> 0. Celle-ci admet dans le voisinage de 0 m -1 points singuliers
réguliers ¢’a (j=0,1,--.,m), ol

_ 271
€ = exp .
m—+1
Soient 2;y,:::,4,, les m racines de I’équation déterminante de (2) en

r=¢q.

D’autre part, I’équation (1) admet en général n solutions formelles
de la forme

(3) y=e "0yt y @+ et t e} (75R0),
ol

4 AR)=—-%__ ! S
(4) @) ma™ (m—1)xm? x
Si, par exemple, ’équation en a:
(5) a"+p,(0)a" '+ - - 4+, _;(0)a+p,(0)=0

admet 7 racines distinctes, & chaque racine a,, de cette équation cor-
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respond une solution formelle ol a, prend la valeur «,,. Désignons par
Qi " *y Ay 4, les valeurs que prennent «,-- -, a,,_;, A lorsque ay=ay.
J’ai pu démontrer que la somme des 2, tend vers la somme des
2; lorsque a—0 dans les cas m=1,2,3. Il serait donc naturel d’en
conjecturer que l'on aurait la méme conclusion dans le cas de m quel-
conque. Je vais maintenant d’en donner une démonstration. Ce fait
établi, il serait facile d’étendre la formule de Fuchs au cas o1 ’équation
différentielle linéaire admet des points singuliers irréguliers.
2. I’équation déterminante de (2) en z=¢eq est
— py('a) — .o =0.
—1) - Q—n+1)+—— +1 ay PAED) 2(2—1)- - -(A—n+2)+ 0
Par suite on a
too_nn—=1) 1 p(a)
kglzjk 2 m+1 (o)™’

On a ensuite

3 S, =t L5 {p o)y

2 m+17=
FRONED "+ P ey L 0) .
On en déduit
(6) lim 2 Z _(m+1n(n—1)  pi"(0)
a>0 j=0 k= 2 m!

car

S () =3 (Fa) = = 3 (da) 1 =0.

J=0 J=0 J=0

3. Posons

z=aMyo+y, @+ -},
et calculons les dérivées de y=e4“*®z. On voit sans peine

yP=etf M@zt (§) 4@ A @+ hA @) T ]
et les termes non écrits contiennent a*-*-P™+1 en facteur. On a done

231 P @)@ A @)
(7) +amz 33 (§ )P (@) A @)K A (@)
+a e 3 kp, ()@ A @) =0,

N

oll
po(2)=1, a"*A'(x)=atax+- - Fa,_ 2™,
les termes non écrits contenant x**™*! en facteur.
Cela posé, considérons I’équation algébrique en u:
(8) F(u,z) =0,

N

oll
F(u, 2)=u"+py(@)u" "+ - + -« + 0y (@)t po(@).
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Posong
F(u, #)=F(u)+aF(u)+a*Fyu)+ - - -
Si les n racines de l’équation F'(u)=0 sont toutes différentes, les n
racines de l’équation (8) sont des fonctions holomorphes de « en 0.
Calculons la somme de ces racines:
By(®)=Bu+Bux+ - +Bux"+--+ (k=1,2,--+,m).
On a

n 1 wF(u, x)
By(2)= d
2 B4®) 27r'i-[ Fu,z)

= —(résidu de uF./F en u=co),
ou C est un cercle de centre 0 et de rayon assez grand. Or, on a
/,
WP D) (4 (n— D)+ - YL+ pi(e) + - )
F(u,x)
=n—u"'p(¥)+- -
On a par suite

kz,_.; B (2)=—py(x), I‘il By =— pﬁ';:EO) )

La relation (7) montre que les m premiers termes de la premiére
somme dans le premier membre s’annulent. Par suite a™*'A’(x) coin-
cide avec les m premiers termes de 'une des » racines de 1’équation
(8). On peut donc poser

a, =By (k=1,2,--+,m; 5=0,1,.--,m—1)

et 'on a
n &) .
kgaﬂz_l’ﬂj_('(& (=0,1, -+, m—1).

4. Pour simplifier ’écriture, nous désignons par
B(x)=B,+Bx+ - +B,x" 4 -+
une des racines B,(x) et nous supposons que z™*'A’(x) coincide avec
les m premiers termes de B(x). On a alors

> P @)@ A @)
=§ D (@) B(@)t + k(x™+ ' A'(x)— B(x))B(x)* '+ - - -}

= -—g_,‘l kot 8,0, (0)x™+ - - -

= =B, F' (@)t -,
les termes non écrits étant de degrés supérieurs & m. La relation qui
détermine A devient donc

—BuF (@)= (m+1) 31 (5 )b, (00t +2 3 b, (0)e~ =0.

Celle-ci peut encore s’écrire

_ m+1 aF"(a)
A=, + LT % %)
B+ 2 F'(ay)
Par suite
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sz Zﬂm/s'}‘ m+1 ay (aOk)

F'(aw)

Or, on a

2 g P (a'ok) lim uzFﬁ(u) =n(n—1).

=1 F'(a) nreo F'(U)

On a done

&= (m+Dn(n=1) _ p™(0)

=1 2 m
et en remarquant la relation (6), on obtient la relation & démontrer
(9) lim 33 $12 = 3

5. Nous dirons que

(10) p"+0,(0)p" 4+ + + +D,-1(0)p+D,(0)=0

est léquation déterminante en 0 de I’équation (1). Si elle admet n
racines différentes I'une de l’autre, nous dirons que l’origine est un
point singulier ordinaire de multiplicité m+1. A chaque racine «,
de ’équation (10) correspond une solution formelle (3). Les nombres «,
@y,e oy a,_y, A Seront appelés les exposants caractéristiques correspondant
a la racine a, et, en particulier, A le dernier exposant caractéristique.
Si une équation se raméne par la transformation x=t—a & ’équation,
qui admet 0 comme point singulier ordinaire de multiplicité m+1, le
point a sera appelé aussi point singulier ordinaire de multiplicité m+1
de ’équation proposée. Les exposants caractéristiques en 0 de la trans-
formée sont les exposants caractéristiques en o de la proposée. Dans
le cas du point & linfini, il suffit de considérer la transformation x=1/¢
au lieu de x=t—a.

Cela posé, considérons I’équation
(11) (XYY +q,(2)y "+ - -+ a (R + 2 (2)y =0,
oll qo(%), ¢,(®),- - -, q.(x) sont des polynomes de x. Les zéros a,, a,,- -,
a, de g x) sont des points singuliers de ’équation (11). Si a, est un
point singulier régulier (ou point singulier de multiplicité w,=1), nous
désignons par A, ;- -+, 4;, les n racines de I’équation déterminante
en a,, Si a, est un point singulier ordinaire de multiplicité u; nous
désignons par 2,,---,4,, les n derniers exposants caractéristiques. On
définit de méme u, €t Aey,- - *, Ao, Par rapport au point a I'infini. Sup-
posons que les points a,, @,,---,a, et oo soient des points singuliers
réguliers ou des points singuliers multiples ordinaires. On peut alors
considérer (11) comme I’équation limite d’une équation du type de Fuchs
qui admet M=y, + p;+ + * + + p,, +peo Points singuliers réguliers, y com-
pris le point & I'infini. Le résultat du paragraphe 4 nous montre que
Pon a la formule généralisée de Fuchs:

(12) gzwﬁ g kz=1 2= (M—2)n(n—1)/2.
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6. Revenons & l’équation différentielle (1) et cherchons la signifi-
cation analytique de la somme qui se trouve dans le second membre
de la relation (9).

Soit (@ (x),- -, p,(x)) un systeme fondamental de solutions de I’
équation (2) définies dans un voisinage d’un point xz,. Si « rentre au
point de départ z, en décrivant une lacet autour de a, il subit une
substitution linéaire qui sera représentée par une matrice A, Puis,
si x rentre au point de départ x, en décrivant une lacet autour de a,,
il subit une substitution linéaire qui sera représentée par une matrice
A,, et ainsi de suite. Par suite, si # rentre au point de départ z,, en
décrivant dans le sens positif une courbe fermée autour de a,as,---,

ac™, le systéme fondamental de solutions (¢,(x),--:, p.(x)) subit une
substitution linéaire qui sera représentée par le produit des matrices
Ay A,,---,A,. Il est bien connu que si 4,5, 4;5,* - +, 4;, sont les racines de
I’équation déterminante en a¢’, exp 4;, (k=1,2,---, n) sont les n racines
de I’équation
On a donc

exp 31 A =(=1)"[ 4]
et puis

exp E Iglﬂ:(—l)"(m”) I AA,---A, I
En y faisant a—0, on obtient la formule
eXp kﬁ Zkz(_l)nﬁrwl) I A l,
=1

ol la matrice A représente une substitution que subit un systéme
fondamental de solutions de (1) quand « rentre au point de départ x,,
en décrivant une lacet autour de O.



