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Sur la Drivation de l’Intgrale (E. R.) Ind$finie. I

Par Shizu NAKANISHI
Facult des Sciences, Un.iversit d’0saka

(Comm. by K. KUNU(I, M.J.A., April 12, 1958)

En utilisant la m6thode des espaces rang6s, Prof. K. Kunugi a
61argi la notion de l’int6grale dans la Note "Application de la m6thode
des espaces rang6s A la theorie de l’int6gration. I ". Le but de ces
Notes est d’examiner la d6rivation de cette int6grale nouvelle (nous
la d6signerons par int6grale (E. R.)).

Dans ces Notes, nous nous conformons, en g6n6ral, la notation
et la terminologie de la Note de Prof. K. Kunugi.

Soit u-{Un}, U-- V(F, "n; f), une suite fondamentale. Puisqu’alors
f+(z) est une fonction de V(F, ,;f), on peut poser, pour tout n
(n-0,1, 2,...),

f 1(x) ----f(x) -t- Pn(X)- rn(X),
Off p(x), rn(X) sont des fonctions en escalier satisfaisant aux conditions
[1, [2J et [aJ.) Posons f(x)--lim fn(X). 3) Dsormais, nous dsignerons

l’intgrale (E. R.)de f(x), c.--d, limjfn(X)dx par (E. R.) J’f(x)dx.
On a toujours mes(F’--F")--O pour deux voisinages V(F’, ’; f’)

et V(F", "; f") tels que V(F’, ’; f’) V(F", "; f"). Donc, pour la
suite fondamentale {V(F, "n; fn)} quelconque, si l’on pose

F*--
{F*} est une suite non-d4croissante, de presque total [a, b3, des ensembles
ferm4s telle que F* F et mes F:--mes F.

Cela pos4, commenons par montrer deux th4ormes suivants.
Th4orme 1. Soit u- {u}, u- V(F, v; f), une suite fonda-

mentale. Posons f(x)-limf(x). Alors, on a presque partout

f(x) --fo(X) -F h(x)+ g(x),

oh h(x)-- pn(O) et g(x)-- , r(x).
=,0 =0

En effet, on a d’abord, par induction, pour tout entier positif m,

1) K. Kunugi" Application de la mthode des espaces ranges la thorie de
l’intgration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).

2) Elles ddsignent les conditions [1], [2] et [3] qui sont donnes darts la Note de
K. Kunugi: Loc. ci.t., c.--d. [1] r(x) s’annule pour tout x appartenant F. [2]

3) Darts ces Notes, nous identifions, en gdn4ral, deux fonctions qui ne sont dif-
f4rentes que sur un ensemble de mesure nulle.
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f(x)--fo(X)+ p()+ 2, v(). Soit un point quelconque de
=0 =0 =0

Puisqu’alors il exise un 0 tel que N, aartien tout N off
nno, et par suite r()--0 pour tout nno. Donc, il existe une limite

tZO-

r(x) et on a r(x)= r(). Nous avons, par consequent, presque
=0 =0 =0

partout lim f(x)=fo()+ p()+
=0 =0

Thorme 2. Pour route suite fondamentale u-{u}, u-V(F,
;f), on a

"’) f f
b

En effet, puisqu’on a pour tout entier positif m,

0 =0

on a d’abord

Nnsuite, uisqu’on a, our la fonetion *()-- p()
=0

*() () < N

la fonetion *() est intgrable au sens de Lebesgue et on a ()

Np*() our tout . Done, en vertu du horgme de Lebesgue, la

fonetion h()-() est int6grable au sens de Lebesgue

fh() g- () g. D’ailleurs, our deux entiers ositifs ,
tels que >, on a

Done, 0 ()g (m=1,2,...) forment une suite de Cauehy des

hombres rels, de sorte qu’on air la limite , () d.

Consid6rons dans la d6flnition de voisinage V(N, ; f) de l’esaee
s, une condition suivante [8 au lieu de la condition lus faible

[8 Pour tout intervalle [e, g eontenu darts [, b, on a

Nous aellerons une suite fondamentale de ee eas une suite fonda-
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mentale satisfaisant / la condition [3. Alors, pour toute suite
fondamentale u= {u}, u= V(F, ; f), nous pouvons dfinir l’intgrale
(E. R.) pour tout intervalle [c, d contenu dans [a, b. Donc, nous
pouvons dfinir dans [a, b l’intgrale (E. R.) indfinie F(x)=(E. R.)

Thorme 3. Soit u {Un}, Un V(Fn, ,; fn), une suite fonda-
mentale satisfaisant la condition [3. Alors, pour des intervalles
quelconques [c, d et [d, f qui n’empitent pas l’un sur l’autre et
dont la somme est aussi un intervalle, on a

d

Th4orme 4. Soit u {u}, u V(F, v; f), une suite fonda-
mentale satisfaisant la condition [3,. Posons f(x)= lim f(). Alors,

l’int$grale (E. R.) ind4finie de f(x) est une fonction continue dans
a, b.

Nn effet, uisqu’on a N()-- fo() g+ ( () g,

il suNt de montrer que la fonetion G()--o= ()g est eontinue.

Soient o un oint de [a, b queleonque et s un nombre ositif quel-

eonque. Alors, il existe un entier ositif ,-o(s) tel que 2-’
0 =0+

e/2. Pour la fonetion e(), il existe un hombre ositif S=S(s, o)

tel qu’on ai, quel que soit [o-S, +S, o () <slY. Done,

on a pour tout x [Xo--, Xo+]
o

0+1
0 0

< s/ + - <s/+/-s.
0+

ous disons encore qu’une suite ondmentle V(F, ; Z)] sgis-

i ux conditions 8 ee 8 lorsq’on eonsidre, en oure de 1
condition 8, 1 condition suivne:

8 Pour ou sysme 16menire d’inCervlles ( 1,,...,0) )

els que les exCr6mis ppriennen F, on

Dans la suite, nous montrons qu’on eu alors eonsid6rer la driva-
tion de l’int6grale (N. R.) ind6finie.

4) On dit qu’un syst&me d’interwlles est 4ldmentaire, lorsqu’il est compos4 d’un
nombre fini d’intervalles n’empidtant pas les uns sur les autres.
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Thorme 5. Soit U- {Un} U Y(rn, 1)n; fn), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions 3 et 3.. Posons f(x)--lim f,(x).
Alors, l’int$grale (E. R.) ind$finie de f(x) est une fonction t variation

born$e au sens large sur tout F*- F (n=0, 1, 2,...).
Dmonstration. Puisque l’intgrale indfinie de Lebesgue est une

fonction variation borne, il suffit encore de montrer que la fonction

G(x)-o () dx est variation born6e au sens large sur tout F.

Soit {[a, b} la suite des intervalles contigus F2 et contenus dans
[a, b. Alors, pour tout mn, les extrmits des intervalles appartien-

nent F. Donc, on a, d’aprs la condition [3, .= ()d 2-

pour tout mn, et par suite on a

dx g r(x) dx + 2-.
m=O i=

Soient [c, d (j-l, 2,..., J0) un systme 616mentaire d’intervalles
tels que les extr6mit6s appartiennent F:, et pour tout j, [c,,d
(i--1,2,...) la suite des intervalles contigus F: et contenus dans
c, d. Alors, les extr6mit6s des [c,, d, appartiennent F:. Donc,
il s’ensuit, d’aprs l’in6galit6 ci-dussus, que

r.(x)]dx + r.(x) dx
m=O

-1 fb2 r(x)[dx+ 2-.

Pr consequent, () est vrition bornfie sur F, puisque le dernier
nombre ne dfipend que de

En vertu du Thorfime et du Thorme de Denjo-Khintehine,
on en dduit immditement le thorme suivnt.

Thorme 6. o - {}, -V(, v; ), /oa-

Thorme

et ()- f() . Alo, o ga [, b eqe aftot

g) Pour la dgfinition, voir, par exemple, S. Saks" heory of he Integral, 221

6) Voir, par exemle, S. Saks" oe. ei.,
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Dmonstration. La fonction f(x) s’crit
F(x)- N(x)+H(x)+ G(),

et pour les fonetions N(x) et H(x), on a presque partout
N’(x)--fo(X), H’(x)-- h(x).

Donc, en vertu du Thorme 1, il suffit de montrer qu’on a presque

partout GJ,(x)-g(x) oh g()- r(x). Considrons un ensemble FZ
=0

F:- F. Soit M l’ensemble des points de densit de F; dont

la fonction G(x) est approximativement drivable. Alors, en vertu
du Thorme 6, M est un ensemble contenu dans F et tel que
mes (F:--M)--O. Posons pour tout n

G(x) dx.

Alors, pour tout n, il existe un ensemble M de presque total [a, b]
tel qu’on air, quel que soit x sM, zG (x) g(x)- r(x). Par suite,

i0

si l’on pose M:--M( M ), l’ensemble M: possde les proprits

suivantes:
1) 0n a M: F et rues (F:--M:)-0.
2) Tousles points de M: sont des points de densit de F:, quel

que soit nm.
3) 0n a G’(x)-g(x) pour tout x appartenant M:.
4) G(x) est approximativement drivable dans M:.
Soit A l’ensemble des points de M: tels qu’on ait G:,(x)g(x), et

supposons que la mesure de A soit positive. Alors, si l’on pose

A2-- [x ,M:; G:(x)--g(x) < O,
l’un au moins des ensembles A et A2 possde la mesure positive. Nous
allons dmontrer seulement du cas off mesA0. Puisqu’alors la
mesure de A est positive, et que les fonctions G:(x) et g(x)sont
mesurables, il existe un nombre rel tel que

mesAS=a>0 off A--[xs M*; G:(x)-g(x)>J,
et un ensemble ouvert K tel que

Nous eonsidrons en oure un enier ositif m tel que m>m et

7) Pour une fonction quelconque F(x), Fp(x) dsigne la drive approximative
de F(x).

8) Pour un ensemble quelconque M, C.(x) d4signe la fo.ction caract4ristique de
M.
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2-<a/4. Nous posons que, pour un intervalle I contenu dans

a, b] quelconque,

G(I)-=o r(x) dx,
I

Soit un point de A Alors, le point est un point densit6 de *
et on a G(x)-g(x), par suite G:v(x)-G,(x)>2. Done, pour tout
point de A, il existe une suite des intervalles, contenus dans
K, I I ... jouissant des proprits suivantes:

5 0na I-{}.

6) Les extrmits de I appartiennent k F pour tout n.
7) 0n a 6(I)-G(I)>2mes(I) pour tout n.
Considrons pour tout point eA une telle suite des intervalles

{I} et soit Q la famille des intervalles. Puisqu’alors Q couvre A au
sens de Vitali, il existe dans Q une suite finie ou dnombrable d’inter-
valles disjoints {J} contenus dans K telle que

8) mes (A J)-0.
i=l

0n a d’abord pour la suite {J} l’ingalit suivante:

(G(J)-G,(J))> mes (J)
i=l i=l

> (mes A- rues (g--A))>/.
D’autre art, si l’on d6signe our tout (i-1, 2,...) ar K (1--1,
2,...) la suite des intervalles eontigus N e eontenus dans , on
a d’args la rori6t6

Done, il en dduit qu’on a megahte suivante:

=l [=
J ’g

Ji--m (x) dx+ (x) dx
i=I

gi--’ml ml

( &+ N -TM</+/-/,

eonrairement megahte ei-dessus.


