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129. L’Intégrale (E. R.) et la Théorie des Distributions

Par Shizu NAKANISHI
(Comm. by K. KuNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1958)

Dans cette Note, nous montrerons trois propositions suivantes:

Proposition 1. St f(x) est une fonction intégrable (E. R.)Y définie
comme une fonction-limite d’une suite fondamentale satisfaisant a la
condition [3,]® dans un intervalle [a, b], et st g(x) est une fonction
0 variation bornée dans [a, b], f(x)g(x) est également une fonction
intégrable (E. R.) définite comme une fonction-limite d’une suite fonda-
mentale satisfaisant & la condition [3,], et on a, en désignant par
F(x) une intégrale (E. R.) indéfinie de f(x),

(£. R) [ F@0(@) do=F®)~(S) [ F(z)dg(@).”

Proposition 2. St f(x), —oc <x<+ oo, est une fonction locale-
ment intégrable (E. R.) définie comme une fonction-limite d’une suite
Sondamentale satisfaisant & la condition [8,]1,* la fonction

F@)=(E. R) [ f@y(@)ds, o)
est une distribution d’ordre<1.
Proposition 8. St T(¢) est une distribution réelle définie dans
Uespace euclidien de dimension 1, quel que soit Uintervalle I, il
existe une suite fondamentale u={V(F,, v,; 9.)} telle que

lim f Fu@)p(x)de=T(p) pour toute pe(9),).

Lemme 1. Soitt u={V(F,, v, f,)} une suite fondamentale qui
satisfait @ la condition [8,]. Alors, pour toute fonction g(x) monotone
non décrotssante et bornée, | g(x)|<2* (@ un entier positif), il existe une

1) Une fonection f(x) est dit intégrable (E. R.) si f(x) est définie comme une
fonction-limite d’une suite fondamentale {V (Fy, v,; f»)} jouissant de la propriété P*.

b
Nous désignerons l'intégrale (E. R.) d’une telle fonction f(x), c.-d-d. lim f Sulx)dx
n>c0
b
par (E. R.) f f(x)dx. Voir K. Kunugi: Application de la méthode des espac‘:as rangés

a
a la théorie de 'intégration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).
2) [8:;]: Pour tout intervalle [¢, d] contenu dans [a, b], on a ‘ f *r(x)dx}<2‘”;

voir S. Nakanishi: Sur la dérivation de 'intégrale (E. R.) indéfinie. I, Proc. Japan
Acad., 34, 199-204 (1958).

3) M. H. Okano a donné cette formule & ’autre condition dans la Note: Multi-
plication of (E. R.)-integrable functions, Proc. Japan Acad., 34, 585-586 (1958).

4) C.-a-d. il existe, pour tout z, —co<x<+oo, un intervalle I qui contient = et
sur lequel f(x) est définie comme une fonction-limite d’une suite fondamentale satis-
faisant & la condition [3;] et jouissant de la propriété P*,



566 S. NAKANISHI [Vol. 34,

suite des fonctions {g,(x)}, en escalier, monotones non décroissantes
qut convergent uniformément vers g(x), telle que

w*={V (¥, v fo(®)96(®)), + -, V(Finy vii; f1(2)924(10)),

- V(F i1 Vit Fanei(®)2n:1()), -+ +}
o FF=(F, et vi=y,—a—3, soit une suite fondamentale satis-

m=k

Jaisant & la condition [8,]. On a en outre
lim f "f(@)g(@) do=I[u*].”

En effet, pour la fonction g(x), il suffit de prendre une suite des

fonctions {g,,(*)}, en escalier, monotones non décroissantes telles qu’on
ait

g2n(m) =92n+1(95)’ I gm(x) I < 2'1 et

9= rn+1
| 9(2) = Goni(@) [, | gn(x) g%”(x)'<m

pour tout m>2n-+1, ot A,,,,= max{max|f,,..(z)}
0<m<n a<asd

De plus, on voit le

Lemme 2. St la suite fondamentale w jouit, outre qu'elle satis-
Jait & la condition [8,], de la propriété P*, il en est de méme de la
suite u*.

Démonstration de la Proposition 1. D’aprés les Lemme 2 et Prof.
K. Kunugi: Loc. cit., Théoréme 4, on peut évidemment admettre que
la fonction g(x) est monotone non décroissante. On a d’abord, en posant

F ()= f "f () de,
la relation ‘

[ 7.@0(@) dz=F.030)~(S) [ Fu(@)o(@).

D’autre part, puisque la fonction F(x) est continue® et que F,(x)
convergent uniformément vers F'(x), on a I'égalité

lim (8) [ F(@)dg(x)=(S) [ F()dg(o).

Par conséquent, du Lemme 1, il résulte la relation voulue.

Lemme 3. 8¢ une fonction f(x) est respectivement définie comme
des fonctions-limites des suites fondamentales u' et u® dans des inter-
valles [a, c¢] et [c, b], ot a<e<b, la fonction f(x) est également dé-
finie comme celle d'une suite fondamentale u dans [a, b]. De plus,
st u' et u® jouissent de la propriété P*, il en est de méme de la suite
u, et on a

(& R) [ "f (@) dw=(E. R.) f f@) dot(B. R) [ "f(@) d.

5) Pour la notation, voir K. Kunugi: Loc. cit.
6) Voir S. Nakanishi: Loe. cit.
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En effet, pour deux suites u'={V(Fy, vk )} et w*={V(FE 12 £},
u={V(F*UF*, 27, fi(@)+ 1)), -,
V(Fo U Fan¥, 2700725 fo()+fan(®)),
V(Foli iU Fay, 270041725 fo (@) + fonin(2)), - - - ]
ol Fi*= ﬁ Fl, Fi*= ﬁ Fr et v,=min (v}, v}), est une suite fonda-

m=k m=k
mentale jouissant de toutes les propriétés voulues.

On voit aussi facilement que, si u' et u® satisfont & la condition
[8.], il en est de méme de u.

Done, si f(x), —o <x<+ oo, est une fonction qui est localement
définie comme une fonction-limite d’une suite fondamentale satisfaisant
a la condition [8,] et jouissant de la propriété P*, elle est aussi dé-
finie sur tout intervalle comme une fonction-limite d’une suite fonda-
mentale possédant des mémes propriétés. Par conséquent, de le Pro-
position 1, il résulte la Proposition 2.

Désignerons dans la suite par A 'ensemble de toutes les fonctions
pe(9D), vérifiant |¢™(a)|<l pour n<m.

Lemme 4. Pour la distribution dans Uespace euclidien de dimen-
sion 1

T(p)=¢"(a), ¢e(9D),
o o est un point fixe quelconque et m est un mombre entier >1, il
existe une suite des fonctions f(x) (k=1,2,--+), en escalier, jouissant
des propriétés suitvantes:

1) on peut prendre une suite décroissante des intervalles ouverts
{(a, by)}, vérifiant

lf[fk(w):\:o]g(a: b,) et lkiglobk':a,

2) on a f Sio(x) de=0 pour tout k,

3) ona kim f Ji@)o(x) de=¢"™(a) pour toute pe(9D), et en parti-

culier la convergence est uniforme sur tout A7 (1=1,2,---).
Démonstration. 1°. Posons

a,=a+1/2" (¢=1,2,-.-),
alors, en vertu du Théoréme de la moyenne, on a pour ¢<(9)
| €7@ =2 (@)= (@) | <5 max | ¢ 0@,

En outre, 2°. Pour une suite quelconque des fonctions non-négatives
et sommables {g,(x)} telles qu'on ait E[g,(x) 0] <= (a—1/2% a+1/2%)

et qu’on ait f g.(x) de=2 quel que soit n, on a

| [o@)e@ do—io(a) | < 2 max |0 @),

pour ¢<(9).
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Ceci dit, montrerons par induction le résultat voulu. Soit ¢, (=1,
2,+++) une suite des nombres positifs tels que ¢, 0. Alors, d’apres 1°,
on peut choisir une suite partielle 7, (k=1,2,-.-), vérifiant

[¢'(a)—2%(¢o(a;)—p(a))|<e,/2 pour toute peAi.

Soient
pay={FH" pour we(e, at1/24m)
" 0 partout ailleurs
ha(x)=—gn(x—a, +a)
pour n=1,2,--- . On a alors f g5(x) de=—2% et f hE(x) da=2%,

quel que soit #. Done, d’aprés 2°, pour e, il existe un indice n, tel
que n,<mn;.,; et qu'on ait & la fois pour toute ¢e A}

[ot@yia) da+2ip(a) </t et | [hE @) do—2o(a,)

fu@)=gn (x)+h(x) (k=1,2,---) est une suite des fonctions jouissant
de toutes les propriétés voulues.

En supposant que le Lemme soit vrai jusqu’a m—1, montrerons
qu’il est aussi vrai pour m. D’aprés 1°, pour la suite {¢;} on peut choisir
une suite partielle 4, (k=1,2,.--), vérifiant

l ga‘m)(a)—Zik(go‘m'”(aik)—go‘m"’(a)) I<5k/2 pour goeAZ'“‘.
Par hypothése d’induction, il existe deux suites des fonctions g,.(x)
(k=1,2,--.) telles que:
1) ona Ef[gy(x)+0]< (e, a+1/2%),

2) on a f 9:(x) dx=0 pour tout k,

<e,/4.

3) on a lfgk(w)go(x) da —l—(p“"“”(al,)’<s,c/2”k+2 pour @Ayt
et h(x) (k=1,2,-..) telles que:
1) ona Elh(x)0]< (@, a,+1/2%),

2) on a f hi(x) de=0 pour tout k,

[ hu@)e(e) da—250(a,)

fl@)=9,(x)+h(x) (k=1,2,---) est une suite des fonctions jouissant de
toutes les propriétés voulues.

Lemme 5. Soient f(x) une fonction réelle mesurable et bornée
définie dans un intervalle [a, B], m un nombre entier >1 et T(p)
une distribution définte par la formule

T(o)= [ F@y= @) ds, ¢e()

3) on a <eg /4 pour @eARth

Alors, étant donnée {n,} tels que 7, 0, on peut choisir une suite des
Sonctions fi(x) (k=1,2,---), en escalier, jouissant des propriétés sui-
vantes:
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1) 1l existe une suite croissante des nombres entiers positifs {l.},
vérifiant

P
BLA(@) 01 U (b b+, o h=at—-(6—a)
2) on a f So(x) de=0 pour tout k,

3) ona }cim f So@)o(x) de=T(¢) pour toute ¢e(9), et en parti-

culier la convergence est uniforme sur tout A7*' (1=1,2,.--).
Démonstration. Soit ¢, (k=1,2,-.:) une suite des nombres posi-
tifs tels que ¢,y 0. Il existe pour la fonction f(x) une suite des
fonctions {g,(x)}, en escalier, telles que:
1°) g,(x) tend vers f(x) presque partout,
2°) on a limflgn(ac)—f(x)ldw=0,
70900
3°) quel que soit %, g.(x) est bornée en module par un nombre
positif N.
Done, il existe une suite partielle g,.(x) (k=1,2,--:) de {g,(®)} telles
que
7@~ [0 ™(x) do
Puisque la fonction g, () est en escalier, elle s’écrit
v¥ si xellf (1=1,2,---,1,)
()= L
9nu(®) {0 si we U IZ,
k3
ou If (i=1,2,---,1%,) est des intervalles ouverts disjoints d’un nombre

fini. Pour un nombre entier positif /, partageons I'intervalle [«, 8] par
une échelle de nombres croissants:

ho=a,hl=a+g<ﬁ—a>,~-,ht=a+§<ﬁ @)y, b=,

<&/8 pour peApti,

Désignons par hj; (§=1,2,---,7,) tous les nombres h, appartenant &
IF, et par J} Yintervalle [ Y hﬁ—{— (B— a)}. On a alosr pour toute
gDGAmH

ik ji

2H 5 om0 [n@r @ ds| < 5

i=1j=1

y (INE(8—a+1,)}.

Done, il existe une suite cr01ssante des nombres positifs I, (k=1, 2,--.),

vérifiant
in J;

2 g 0= [ 0@ de| <

im1j=1 2%

En outre, en vertu du Lemme 4, il existe une fonetion f/(x) jouis-
sant des propriétés suivantes:

1) on a E[fix)x0]= (A hi+n.),
2) on a ff(w)dx 0,
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3) on a pour peAp*t
v
| [ i) dv— 2 g

de sorte qu’on ait

ix Iz i Js v’“
‘ SISV fE@)e(x) de— SIS —;-?cm)(hfj
is15=1 = 1= o

&k

<32n’

< &,/8.

ix Ji
Ju(x)= ‘2 32 S&x) (k=1,2,--.) est une suite des fonctions jouissant de
=1 j=1

toutes les propriétés voulues.

Démonstration de la Proposition 8. Comme nous avons déja vu,
pour tout intervalle I,=[a, 8], il existe un nombre entier >1 m, et
une fonction réelle mesurable et bornée f(x) tels que

T(e)= [ f@)p™@ds  pour pe(D,,).

Posons 7,=1/2%*% (k=1,2,---), et soit f(x) (k=1,2,---) une suite
des fonctions choisie pour {7,} dans le Lemme 5. Alors, on voit que
si Pon pose

o (a1
F2ko=F2ko+1= [a, ‘8] - kL.Jk { tl;Jl (hf, hf‘l"?k)}’

G 1(®) =G (@) =Si(®) et v,=m,
{V(F,, vn; 9.)} est une suite fondamentale telle que

lim f In(®)p(x) de=T(p) pour ¢e(Dy,).



