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77. Sur les Dérivations dans les Espaces Vectoriels
Topologiques sur le Corps des Nombres Complexes. 1

Par Riichi IiNno
Université de Waseda
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., July 13, 1959)

On sait que la notion de la dérivée fonctionelle ou directionaire
jouent un role important dans la théorie des champs.® Dans cette
note, nous allon§ généraliser les notions de la dérivée au sens de
Fréchet et de la dérivée directionaire® sur une classe des applications
de lespace vectoriel topologique sur le corps des nombres complexes
dans l’espace du méme type.

1. Notions asymptotiques. Soient E et F' deux espaces vectoriels
topologiques sur le corps C des nombres complexes, localement con-
vexes, séparés et complets, I’ un ensemble filtrant de semi-normes
définissant la topologie de E, I'; un ensemble de semi-normes définis-
sant la topologie de F. Remarquons que, si I’ est un ensemble quel-
conque de semi-normes définissant la topologie de FE, on peut obtenir
un ensemble filtrant ", de semi-normes définissant la méme topologie
que I'.*

Désignerons par C(E, F') ’espace de toutes les applications continues
de E dans F.

Notation. Soit f un élément de C(E, F). On désigne par le
symbole f(x)=o(x") le fait que la condition suivante est vérifiée:

(P) Pour toute semi-norme gel ', il existe un voisinage ouvert V
de 0 dans E, une semi-norme pel ', une fonction numérique ¢,(x) &
valeurs positives, telle que ¢,(2)—>0 lorsque x—0 dans E, et un nombre
entier n>0 (ne dépend que f), tels qu’on ait:

(1) q(f (@) <e,(x){p(x)}", pour tout » dans V—{0}.”

Remarque 1.1. Si I'; est un ensemble de normes, on peut rem-
placer la condition (P) par la condition suivante:
(P’) Pour toute semi-norme g€l ', il existe une norme pel'; et un
nombre entier >0, tels qu’on ait:
(2) q(f (@) /{p(x)}"—>0, lorsque x—0 dans E.

Remarque 1.2. Si E est métrisable, on peut remplacer la condition
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(P) par la condition suivante:
(P”) Pour toute semi-norme qel j, il existe un nombre entier 7>0,
tel qu'on ait:
(3) q(f (x))/{d(0, x)}*—~0, lorsque x—0 dans E,
oll par d on signifie une fonction métrique sur E.
D’aprés la définition du symbole f=o0(x"), on a immédiatement le
Théoréme 1.1. 1) Si f, g, heC(E, F), f—g=o(x") et g—h=o(z"),
on a f—h=o(x"). 2) St fi,[fe 9, 9:6C(E, F), fi—g,=0(x") et f,—g,
=o(x"), on a (af,+Bf.)—(ag,+ Bg.)=o0(x"), pour deux mnombres com-
plexes arbitraires a, 8. 8) Soient f,9eC(E, F) et T une application
linéaire continue de E dans F. St f(x)—g(x)=o0(z"), on a f(Tx)—g(Tx)
=o(x").
Exemple 1.1. Soient T une application multilinéaire continue de
HIE; (E,=FE pour tout ¢) dans F, ¢ une semi-norme quelconque

Esl I'y). Donc il existe un ensemble {p,, vy, -, P,.;} des semi-normes
en nombre fini sur K, ainsi qu'un nombre A>0, tel que l'on ait iden-
tiquement q(T(x, @, « +, %n,1)) <A D, () Do(%) + * * Dy 11(X0,1). En prenant
T=xy=Ly=++=%,,, € T,,(®)=T(x,---,x), alors T,,, étant une ap-
plication continue de E dans F, il existe une semi-norme pel ', ainsi
qu’un nombre B>0, telle qu'on ait
Q( Tn +1(x)) S B{p(x)}n+ !

ce qui montre que T,,,=o(x").

2. Dérivée de Fréchet. Définition 2.1. Soient V un voisinage
ouvert de 0 dans E, x, un point de F, U=2,+ V un voisinage de x,,
et f une application de U dans F. On dit que f est dérivable au
sens de Fréchet en un point x, si une formule suivante a lieu:

(1)  Sfxy+h)—f(x)=T[h]+a(zy k), pour tout 2 dans V—{0},

ou Te [(E, F)® et a(x,; h)=o0(h); 'opérateur T s’appelle dérivée premiére
de Fréchet de f au point x, et se note df(x,); T[h] s’appelle dérivée
premiére de Fréchet de f au point x, par rapport & l'incrément #,
et se note df(x,; k) ou df(x,)[A].

Si une application f est dérivable au sens de Fréchet en un point
x,, elle est nécessairement continue en ce point, parce que E, F' soient
séparés. Si une application f définie sur U est dérivable au sens de
Fréchet en tout point de U, la fonction x—df(x) définie sur U est
une application de U dans L(E, F'), qui s’appelle fonction dérivée de
f, et se note f.

D’aprés le théoréme 1.1 et quelque peu de calcul, on a tout de
suite le

Théoréme 2.1. 1) L’ensemble des applications définies dans U,
prenant leurs valeurs dans F, et dérivables au sens de Fréchet en
tout point de U, est un espuce vectoriel sur C, et f—f' est une ap-

6) L(E, F) désigne 'espace des applications linéaires continues de E dans F'.
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plication linéaire de cet espace dans espace des applications de U
dans L(E,F). 2) f(x)=constantecF en tout point x de E, donc
f'=0e L(E,F). 8) f=Tet Te L{E,F), donc f'=T=constantec L(E,F).
4) (Dérivée d’une fonction composée): Soient f une application de
U dans F, et g une application définie dans un ensemble ouvert
contenant f(U), prenant ses valeurs dans un espace wvectoriel topo-
logique, localement convexe, séparé et complet G. Si f est dérivable
au point x, et g dérivable au point f(x,), la fonction composée gof
a la dérivée égale 0 dg(f(x,))odf(x,). 5) Soit F une algébre topologique,
tel quwon ait p(ey)<pE)p(y) pour toute pair (x,y) et semi-norme
peln. Si f et g sont dérivables en x,cE, fg serait aussi dérivable
en ce point et on aurail
A(f 9)(@e; h)=F (wo)dg(ws; k) +df (5; R)g(xo) pour tout hek.

3. Dérivée faible ou dérivée directionaire. Soit f une application
de E dans F. Donc la fonction ¢(t)=f(x+th) est une fonction définie
sur le plan complexe C, & valeurs dans F. Soient V un voisinage
disqué de 0 dans E et x, un point fixé dans E. Lorsque f est une
application définie sur x,+ V, ¢(t) est définie sur un domaine circulaire
de centre 0 dans C et ce rayon dépendant de k.

Soit ¢(t) définie sur un domaine D dans C. On dit que ¢(f) est

dérivable en un point £, dans D, si lim M"%?—@—(@l existe; la valeur

t>0

de cette limite se note ¢’(t,). On dit que ¢(t) est réguliére dans D,
si elle est dérivable en tout point de D.

Remarque 3.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:”
i) Une fonction vectorielle ¢(t) est réguliére dans D.
iil) Une fonction numérique <¢(t),y’)> est réguliere dans D pour tout
y' dans F’ (le dual de F), le crochet ¢ , > désignant la dualité entre
F et F'.

Remarque 3.2. Lorsque ¢(t) est réguliére dans D, elle est indéfini-
ment dérivable dans D, & cause de remarque 3.1.

Définition 3.1. Soient x, et » deux points fixés dans E. Lorsque
o(t)=f(x,+1th) est définie sur un domaine D contenant l'origine dans
C et elle est dérivable en 'origine, on dit que f est faiblement dérivable
ou directionairement dérivable en un point «, au long de &, la valeur
¢©'(0) s'appelle dérivée faible ou dérivée directionaire premiére au long
de h de f au point z, et se note Df(x,; k) ou Df(x,)[h].

Lemme 3.1. St f est faiblement dérivable en un point x, de E
au long de h pour tout he E, une application h—>Df(x,)[h] est une
application linéaire de E dans F.

Démonstration. 1) Posons ¢(s, t)=f(x,+sh+itk), h, keE; t, s

7) Voir T. Shibata: Sci. Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku, sect. A, 5, no. 133 (1955).
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nombres complexes. Par ’hypothése du lemme, on a

o(s, £)=0(0, 0)+5 —a"’; (0, 0)+ j—s (0, 0)+ B(s, £),

ol une fonction A(s, t)/|s|+]t|—>0 lorsque [s|+|t]—>0.
Done on a f(x,+sh+tk)=f(a)+sDf (%) h]+tDf () [ K]+ B(s, t).
En prenant s=t, et tendant ¢ vers 0, on ait
Df (%o)[h+k1=Df (%) [A] + Df (%) [k ].

2) Soit A un nombre complexe quelconque. La formule suivante est
évidente:

lim S (o +EAR)— f(2,) _ Alim S (#0) +TAR) — f (%) .

>0 t A0 At
Donc on a Df(x,)[Ar]=ADjf (x,)[R].
On a alors le résultat d’aprés 1) et 2).

Remarque 3.3. En générale, 'application & — Df(x,)[h] n’est pas
nécessairement continue.

Théoréme 3.1. Soient V un voisinage disqué de 0 dans E, x, un
point de E, U=ux,+V, f une application de U dans F et dérivable
au sens de Fréchet en ce point x,. Damns ces conditions, f est faible-
ment dérivable en x, aw long de h pour tout heFE, et df(x,)[h]
=Df(x,)[h]; par conséquent Uapplication h—Df(x,)[h] de E dans
F est continue.

Démonstration. Pour & fixé, il existe un nombre >0, & cause
de V disqué et absorbant, tel qu’on ait

S +th)— f(x))=td f(x,)[h] +a(®,; th) pour tout |t|<3,
oll a(x,; th)y=o0(th), done a(x,; th)=o(t), d’ott le théoréme.

Corollaire 1 (le réciproque de 2) du théoréme 2.1). Si f est
dérivable au sens de Fréchet partout dans E et f'=0, donc on a
f(x)=constante identiquement dans K.

Démonstration. Soient 2, un point fixé et ~ un point arbitraire
dans E, t nombre complexe. Donc ¢(t)=f(x,+th) est réguliére dans
le plan complexe C (en vertu du lemme 3.1) et ¢'(¢)=df(x,+th)[h].
Par conséquent pour chaque y'cF’ (le dual de F'), une fonction numéri-

que {¢(t),y’> est une fonction réguliére au sens usuel et -(%(go(t), y'>

=0, donec <{¢(t),y’) est constante; autrement dit: f(x,+th)=f(x,)=con-
stante pour tout {eC. & étant arbitraire, f(x)=constante pour tout
dans E.

On peut généraliser le corollaire 1, comme suite:

Corollaire 2. Soient x, un point de E, V un voisinage ouvert
disqué de 0 dans K, et f une application dérivable au sens de Fréchet
dans U=x,+V, avec f'=0 identiquement dans U, Donc f est constante
partout dans U.
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En effet, soit 2 un point quelconque dans V. Comme une fonction
o(t)=f(x,+1th) est réguliére dans un voisinage de la partie connexe
{t; 1t]<1} et ¢'(t)=0 dans ce voisinage, on a f(x,)=f(x,+h), donc la
fonetion f(x) reste constante lorsque x parcourt dans V, c.q.f.d.

Soint %, et 2 deux points fixés dans E, ¢(t)=f(x,+th) une fonc-
tion réguliere dans un domaine convexe D dans le plan complexe C,
t, et t, deux nombres complexes dans D. En posant ¢(t; y")=<{e(t), ¥,
ol ¥’ est un élément quelconque de F”, elle est réguliére (comme une
fonction numérique) dans D. Gréce au théoréme de la moyenne dans
la théorie des fonctions d’une variable complexe, il existe deux nombres
réelles 6,, 0, tels que

olts y )-Zo(tl; v) :8t¢,(t1+(t2_t1)01; ?/)+’58<€0/(t1+(t2_t1)02; y/),

te—1,

0<o,<1, 0<b,<1,

oll ¢'(t;y’) désigne dérivée premiére par rapport a t.

Montrons que 6,, 6, dans I’égalité précédent sont indépendant de
y’ dans F’. Pour cela, il suffit de montrer ce fait pour #,. Soient
¥l, ¥, deux elements de F’, 1 un paramétre réel. Désignerons par
(y’) le nombre complexe ¢,+4(t,—t,)f, dans 1’égalité précédante.
Comme 1égalité o(t; yi+2ys)=¢(t; y)+2¢0(t; y5) a lieu, en vertu de la
linéarité de ¢(t; ¥’) par rapport & ¥’, on a

R (04 2y8); ¥+ ays) =N’ (6(y!+ 2v5); ¥1) + AR (0(yl+ 2w5); vh),
et d’autre part, on a

Re'(0y1); ¥7) + 20" (0(2); ya) =Ne"(0(y!+ 2y5); Y1+ 2v).
Done 1’égalité
Ro'(0(y1+2y2); y7) — Re'(6(y1); w1) = 2{Re'(0(y2); v2) —Re'(0(yi+23); v5)}

a lieu. Comme 6(y;+2ys) reste borné, lorsque A parcourt dans (— oo,
), d’ol1 le résultat.

Par conséquent on a le

Théoréme 3.2 (Théoréme de la moyenne). Sotent x,, h deux points
fixés dans E, f faiblement dérivable en tout point x,-+th au long de
h, lorsque t demeure dans un domaine convexe D dans C, et t,,t,
deux nombres complexes arbitraires dans D. Dans ces conditions, l
existe deux mombres réels 0,, 0,, tels qu’on ait
(1) LA SEID gD f(at (-t WA

2 U1
+13{Df (o + (8, +(E—E,)0:)h) [R]}, 0<0,, 0,<1,

ot N et & signifient parties réelle et imaginaire défintes sur F
(Pespace vectoriel topologique sur R sous-jacent a F''), respectivement.

Donnons maintenant une condition d’existence de la dérivée au
sens de Fréchet.

Hypothése. Soit E un espace, dont la topologie est définie par
un ensemble /", de normes sur E. Soient V un voisinage ouvert disqué
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de 0 dans E, x, un point fixé de K, U=x,+V, et f une application
continue de U dans F, faiblement dérivable dans U au long de % pour
tout 2 de E. En outre on suppose que les dérivées Df(x) sont continues
(c’est-a-dire, elle sont les applications linéaires continues de E dans
F) pour tout z¢ U, et une application x— Df(x) de U dans L,(E, F)®
est continue.

Dans ces conditions, une fonction ¢(t)=f(x,+th) (he V—{0}) est
réguliére dans un domaine D contenant {{; [¢|<1} et ¢'(t) est aussi
réguliére dans D. Par conséquent, on peut définir I'intégrale de Riemann
de la fonction ¢'(t) au long de toute courbe réctifiable dans D, en
particulier, du segment d’extrémités 0 et 1. Done on a ausstot

(2) F@ot-h)— F (@) = f ()t = f Do+ th)[R]dt,
d’olx

(3)  fwoth)—f(@)=Df(x) 2]+ f (Df (ot th)— D ()} [h]dt.

Soient M un ensemble borné ne contenant pas 0 dans E, p une semi-
norme de I'y. On voit que p[{Df(x,+k)—Df(x)}[r]]—0, uniformé-
ment sur M, lorsque ¥—0 dans K. D’autre part, comme Djf(x) est
linéaire continue, il existe une norme g (et un nombre A>0), telle que
p{Df(2y+k)—Df(2,)}[h]] < Ag(R). En posant Am(k)=§g£ p[{Df (w,+k)

—Df(x)}Lh]]1/9(h), A,,(k)—0 lorsque k—0 dans E. Par conséquent,
on a
(4) {Df (%o+th)—Df(x,)}[h]=o0(R).
I1 résulte de (2), (3), (4) que la relation suivante
F(@y+R)— f (@)= Df ()] +o(h)

est vraie. Done on a le

Théoréme 3.8. Dans Uhypothése précédente, la fonction f est
dérivable au sens de Fréchet em le point x, et 'égalité

df (@) [h]=Df(w,)[ ]

a lieu.

8) Par Ly(E, F') on désigne I’espace des applications linéaires continues de £ dans
F, muni de la topologie de la convergence borné.



