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106. Une Gnralisation d’un Thorme de Fatou
concernant l’Intgrale de Poisson

Par Hatsuo 0KAO
Universit d’0saka

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Oct. 12, 1959)

On sait" qu’, tant donne une fonction f(O) sommable sur _--, =,
l’intgrale de Poisson

I l--ru(, )----,z 1+r--2r cos (--)
f(o) dO

dfinit une fonction harmonique l’intrieur du cercle-unit6, et, si en
un point 00 l’int6grale ind6finie F(O) de f(0) admet une d6riv6e F’(00),
tend vers F’(O0) quand le point (v, ) se rapproche au point (1,00),
passant entre deux cordes au point (1,0). Dans la prsente Note,
nous allons montrer que ce fait est aussi valable sous la seule condition
que f(O) soit intgrable (E. R.).

Pour la terminologie concernant l’int6grale (E. R.), nous nous
conformons la Note de Prof. K. Kunugi: Application de la m6thode
des espaces ranges la th6orie de l’int6gration. I.) Pour une fonction

f int6grable (E. R.) dans l’intervalle [a, b, une suite fondamentale
{V(A, ,;f)} jouissant de la proprit6 P* sera dite une suite g6n6ratrice
de f si f(x) tend vers la fonction f=f(x) presque partout dans l’inter-
valle [a, b.

0r, dans le but d’exclure quelques exceptions triviales, nous allons
considrer la condition suivante de la suite gnratrice {V(An,

( 1 ) Pour tou esA, on a (f.()-f()) g <2-.

Si une foneion f() ingrable (N. R.) sur [a, b adme une suite
gnrariee saisfaisan la condition (1), alors l’ingrale (N. R.)

indfinie ()--(. R.) f(t) gt de f() es d6finie resque

sommable darts l’inervalle [a, b. De lus, si p()joui de la condition
de Lisehi darts [, b, alors p()f() es aussi intgrable (N. R.)

1) P. Fatou: Sries trigonomtriques et sries de Taylor, Acta Mat., 30(1906).
Voir aussi G. C. Evans" The Logarithmic Potential, Amer. Math. Soc. Col. Pub., VI
(1929).

2) K. Kunugi: Application de la mthode des espaces ranges la thorie de
l’intgration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956). Voir aussi K. Kunugi" Sur
une gnralisation de l’intgrale, Fundamental and Applied Aspects of Mathematics,
1, 1-30 (1959); H. 0kano: Sur les intgrales (E. R.) et ses applications, parattre
dans Osaka Mathematical Journal.
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son intgrale peut se calculer par parties:

ff(x) (x) dx--F(b) ,(b) (L) F(x) ’(x) dx.

Cela prepare, nous allons maintenant passer l’tude sur l’intgrale
de Poisson. Soit f()une fonction admettant une suite gnratrice sur-, qui jouit de la condition (1). Alors, nous pouvons d’abord
dfinir une fonction g(z) d’une variable complexe z telle que zl< 1, par

ei+z d.)1 (E. R.) ; f(O)(z)
-z

Ensuite, nous allons montrer que g(z) est holomorphe pour [z]< 1.
En effet, posons

ei0g(z)--Z (E. R.) (e z)
f(O) dO.)

Alors, en intgrant par parties, on a

<.l h (E. R.)
(e

f(O) dO
lr --z--h)(ei--z)

.l h. i, {i (1 +Z+h)(1 +z) II (E. R.) f(O)dO

d e

Done, on a g’(z)--g(z).
Puisque l’intgrale de Poisson

1 (E.R.)f2 u(e, )
+r-2r cos (-0)

f(o) dO

est la partie relle de g(z), u(r, ) es une foncion harmonique pour

lel<.
Cela pos, nous allons dmontrer le
Thorme de Fatou. Soi$ f(O) une fonction intgrable (E. R.) sur--, e qui admet une suite gnrarice jouissant de la condition

(1). Si, en un poin 0o, l’ingrale (E. R.) indfinie F(O) de f(O) admet
une d$rive F(Oo), alors la foncion u(r, ) d$finie par (2) end vers
F(Oo) quand le poin$ (r, ) se rapproche du poin$ (1, 0o), passan$ entre
deux cordes au point (1, o).

Dmonstration. Remarquons d’abord que, d’aprs le thorme

3) L’intdgrale (E. R.) d’une fonction valeurs complexes f(x)=g(x)+i h(x), off

g() et h(w) sont deux fonctions valeurs rels, est dgfinie par (E. R.)ff()d=(E.R.)
j’()+ (. .) j’().
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usuel de Fatou, nous pouvons supposer, sans restreindre la gnralit,
que #0-0 et F(0) F’(0) 0. D’ailleurs, l’hypothse du thorme pour
la manire de rapprocher est quivalente ce qu’il existe un nombre
positif N tel que

(3)
Posons

4 F(O)- 0](0).
Alors, on a lim](0)--0. Ainsi, 6tant donn6 un nombre positif , il

existe un nombre positif tel qu’on air
(5) ](0) <:e pour

De plus, il existe un nombre positif M (independent de 0) tel que,

(6) si 2--<10-]<, on ait 1 I<M-2 1+r2-2r cos (9--0)

Posons K=Min (1, s
I+M’ fN

D’autre part, intgrant par parties, on a

]u(r, 9)1-<
2z(l+r.+2r cos)

1 f2r(1--r)sin(z--O)F(O)dO[.q-f (L)
(l+r2--2r cos (--O))

D’abord, re 1 ]< K entrane 0 < 1--r _<2(l--r) <: 2e.
Donc, en posant 1+r +2r cos

2r(1--) sin (--0) F(O) dO- + +
(1 +r2--2r cos (--0))

=L++,
1 (2e](E.R.)fu(r, 9) <_ f(#) dO I+ I I+[I ]+] Is I)on a

pour re-1 [< K.
Or, Ire-11<K entrane f I+l/l<s IF(0) g0 d’args (6).

Ensuite, osons t-O--, alors on a, en vertu de (),

2r(1--r) sin t (t+o)y(t+o) dtI.=
(l+r--2r cos t)

_-f 2r(1--r) sin t ty(t+p) dt
(l+r--2r cos t)- 2r(1--) sin t+ (1+--2r cos t)

o](t +9) dt
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Puisque It+l<_]tl-}-Ifl<_--}-N(1--r)<, d’aprs (3), en vertu

de (5), on a I/(t+)[<s. Donc, on a
2r(1--r) sint t dtI g2

(1+r 2r cos t)
<, 4r.s <_
l+r

D’autre part, on a, en vertu de (3),
2r sin t dt11<2!1(-’)

( 1 1 )<Ns.<Ns(-r)
(_r). (+.)-

Par consequent, re-- 1 I<K entraine l’in6galit6 suivante:

Done, on a lira (r, )--0, e.q.f.d.

]
Enfin, nous nous proposons de donner un exemple.*) 8oit E une

somme d’un hombre fini d’intervalles ferm6es [a, b] (--1, 2,..., m):
E: U [a,, bS. Posons

U(E)-- U (-a{+b* b,--a{ a,+b, + b,--a{ .)
-1< 2 6 2 6 )

Posons I=[--,. Alors, I--U U(I) es l’ensemble non-dense

arfai de Canor eontenu darts I, e U(I) es une somme d’un hombre
fini d’intervalles ouverts @7, bT) (1NiNi) deux deux disjoints.

8oit f@) une foneion dfinie
(bT--a) our a7< < b7

2 (bT--aT) i- 1, 2,.. i

0 our I- U G(I).
Alors, f@) est une fonetion intgrable (N. N.) sur [-, e qui admi
une suite gnratriee jouissan de la eondiion (1), e on a (N. R.)

"f() g-0. de l’ensemble de CanorChaque point oin-limite

de 61es de f(). ais, l’int6grale (N. R.) indfinie N() de f()
drivable resque argout darts [-, .

4) ire d’eures exemles, oir les Noes eies darts 2).
g) (, b) dsigne un inerelle


