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141. Sur la Thorie Gnrale des Ensembles
Partiellement Ordonn$s. I

Par Mihail BENADO
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1960)

Rsum. Dans cette note et les suivantes de cette srie, je pr-
sente les principaux rsultats de rues travaux 1-3, auxquels je
renvoie quant aux dmonstrations. Qualques notions fondamentales
ainsi qu’une partie de ces rsultats se trouvent dj dans ma note 4
et dans mon rapport 5 oh j’ai donn une premiere vue d’ensemble
sur mes recherches ce sujet. I1 s’agit d’une extension aux ensembles
partiellement ordonns les plus gnraux des mthodes et des principes
de la thorie des treillis dont j’ai propos autre lois une premiere
extension par ma thorie des multitreillis 6-8.

Cette premiere note a un caractre prliminaire: elle contient les
dfinitions des notions fondamentales et quelques unes de leurs con-
squences les plus simples.

1. Structures gSom$triques. 1.1. Notations. Ensembles et
sousensembles sont notes par des majuscules latines; l’ensemble vide
est not par 0. tlments d’ensembles et de sousensembles sont dsigns
par des minuscules latines; le symbSle [a, b, c,... } dnote l’ensemble non
ncessairement dnombrable dont les lments sont a, b, c,... Majus-
cules grecques dsignent des relations binaires alors que les minuscules
grecques dnotent toujours des applications d’un ensemble dans (sur)
un autre. Les symbSles U, , G(--) signifient respectivement union,
intersection, inclusion au sens de la thorie gnrale des ensembles.
Enfin X dnote toujours le produit cartsien.

1.2. Dfinition. Par configuration abstraite ou simplement con-
figuration et par ensemble partiellement ordonn ([9, Chap. I, 1),
j’entends une seule et mme chose.

Dans tout ce qui suit ddsigne une configuration quelconque par
rapport

1.2.1. D$finition. Pour u, v e tels que u>_v, j’entends par
quotient u/v l’ensemble de tous les x tels que u>_x>_v. Cf. [9,
Chap. I, 1.

1.2.2. Notation. Pour chaque A je dnote par vA l’ensemble
de tous les ue tels que u>_a pour chaque aeA. Par la dualit ([9,
Chap. I, 3), le symbSle AA dnote l’ensemble de tous les v tels
que v_a pour chaque a A.

Au cas off A=, ou a comme l’ordinaire, V=A=.
1.3. Dfinition. J’appelle relation de divisibilit5 dans toute
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relation binaire " reliant certains $l$ments d certains sous-
ensembles A telle que dI’A (lire: d est un -diviseur de A) en-
trane VA et d VA (1.2.2). De mme, j’appelle relation de multi-
plicabilit dans route relation binaire X reliant certains lments
me certains sousensembles A telle que mXA (lire: m est un
X-multiple de A) entrane AA et m4A (1.2.2).

Cf. ma note [4, 2.1 laquelle je renvoie quant aux exemples.
1.3.1. La dualit au sens de [9, Chap. I, 3 transforme videm-

ment route relation de divisibilit " (multiplicabilit X) en une rela-

tion de multiplicabilit X-Y (divisibilt -X). Mais je ne sup-
poserai jamais dans la suite (saul avis expres du contraire) que les
relations ’, X sont duales l’une de l’autre au sens de ma note _4,
2.4.

1.4. Dfinition. Par (, X)-quadrilatre de j’entends tout
ensemble de quatre lments a, b, d, m e (non ncessairement distincts
deux deux) tels que d’[a, b} et reX{a, b} (1.1).

1.5. D$finition. Je dirai que la configuration est munie d’une
(’, X)-structure gom$trique, lorsque l’ensemble de tous les (’, X)-
quadrilatres (1.4) de n’est pas vide.

Cette dfinition est un peu plus large que celle de [_4, 2.5, axiome
SD. SymbSle: G(, X).

1.5.1. Parmi les structures gomtriques usuelles, les plus im-
portantes, sous doute, sont les structures gomtriques d$dkindienne,

hausdorenne et rieszenne: cf. [4, 2.2 Exemples 1-3. SymbSles:
G(/, M) G(z, M) et G(z/, M) respectivement.

C’est la sturcture gomtrique hausdorffienne qui est la base de
ma thorie des multitreillis. Par ailleurs, la structure gomtrique
discrete (symbSle: G(z/, M) oh /, M sont dfinies par: dzIA $quivant
d VA et mMA quivalent m/IA) joue dans la prsente thorie
galement un rSle important.

1.5.2. Les sturctures gomtriques d’une configuration se laissent
ordonner d’une manire naturelle: comme suit:
Je dirai qu’une structure gomtrique G(’, X) de est plus fine
qu’une structure gomtrique G(’, X) de la mme, en signes

a(r’, X’) _< G(’, X) ( )
lorsque chaque (r’, X’)-quadrilatre de est aussi un (, X)-quadri-
latre (de ).
Ainsi, par exemple, on a toujours:

G(’, X) <_ G(z/, M). (**)
La relation <_ dtfinie par (.) est une relation d’ordre partiel dans

l’ensemble des structures gomtriques de . Et lorsqu’on a (.), je
dirai galement que G(’, X’) est moins fine que ou subordonn$e

z).
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1.6. Dfinition. Je dirai qu’une structure gomtrique G(’, X)
est

1.6.1. Raff,nante, lorsque pour tousles a, b, u, ve tels que u>_a
>_v et u>_b>_v il existe des lments d, me tels que u>_d)’{a, b} et
v_mX{a,b}.

1.6.2. Conditionnellement ranante, lorsque pour tous les a, b,
u, ve tels que u_a>_v et u>_b_v, l’existence d’un de tel que
u>_d{a, b} quivant l’existence d’un me tel que v<_mX{a,b}.

1.6.3. Partiellement monotone, lorsque les deux conditions sui-
vantes sont remplies

1. Pour tous les a, a’, a", b, b’, b"e tels que aI’{a, b}, b’X{a’, b},
b’>_b"X{a",b} et a’>_a", il existe un de tel que a>_d’{a",b}.

a", b"2. Pour tous les a, a’, b, b, e tels que a’{a", b’} b"X{a", b’},
a’<_a?’{a",b} et b>_b’, il existe un me tel que b"_mX{a",b}.

1.6.4. Analytique, lorsque pour tousles a, b, d, m, x e tels que
d’{a,b}, mX{a,b} et d>_x>_m, il existe des lments a, e tels que
d>_ a)’{a, x} et m<_a’X{a,x}. L’unicit de a(a’) n’est pas requise.

1.6.5. interpolation cartsienne, lorsque pour tousles a, a, a’,
b, b, b’, d, m e tels que

d{a, b}, mX{a, b}
d_a_a_a’_m, d_b_b_b’_m
aI’{a, b’}, a’X{a, b}
b{a’, b}, b’Z{a, b}

on a (a/b’) (b/a’) (1.2.1).
1.6.6. Naturelle, lorsque pour tous les a, be tels que a>_b on a

a{a, b} et bX{a, b}.
1.6.7. Fermde, lorsque pour tous les a, a, a’, b, d, m e tels que

d{a,b}, mX{a,b} et d>_a>_a>_a’>_m, on a d’{a,b} et mX{a’,b}.
1.6.8. Satur$e, lorsque pour tous les a, b, d, d’, m, m’e tels que

d{a,b}, d’{a,b}, mX{a,b}, m’X{a,b}, d>_d’ et m_m’, on a d-d’ et

1.6.9. fi similitude, lorsque pour tous les a, b, d, me tels que
d)"{a,b} et mX[a,b}, l’galit d-a quivant , b=m.

1.6.10. Transitive, lorsque pour tous les a, a’, b, b, e tels
que a)’{a’, b}, b’X[a’, b}, a’’{a", b’} et b"X[a", b’} on a a)’[a", b} et
b"X{a", b}.

1.6.11. Relativement complSmentSe, lorsque pour tous les a, u, v,
e tels que u>_a>_v, il existe un be tel que u’{a, b} et vX{a,b}.

1.6.12. Complmente, lorsque a un premier lment 0 et an
dernier lment I (donc O_a<_I pour tout ae) et lorsque pour chaque
ae il existe un a*e. tel que I’{a, a*}, OX{a, a*}.

1.7. Les proprit4s 1.6.1-1.6.12 sont parmi celles que j’ai appeles
ailleurs proprits $lmentaires d’incidence, cf. [1 et [5J. Les pro-
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prits de "position". D’ailleurs ces proprits ne sont pas toutes
indtipencantes les unes des autres, ni ne sont toujours vrifies par
les structures giomtriques usuelles (1.5.1).

Ainsi, par exemple, la structure gomtriques hausdorffienne est
toujours (cela veut dire quelle que soit la configuration ) naturelle,
ferme, sature et similitude; il en est de mme de la structure
gomtriques ddkindienne laquelle est, de plus, transitive. Mais la
structure gomtrique hausdorffienne n’est pas toujours transitive: cf.
mon travail 6, 3.12.

Quant la structure gomtrique discrete elle est toujours raf-
finante analytique, naturelle, ferme, lartiellement monotone, transitive
et relativement complmente; mais elle n’est pas toujours sature (saul
pour Ces o les relations a, be et a>_b entranent a--b), ni simili-
tude non plus.

1.8. Voice quelques consequences simples des proprits d’incidence

a) Ranement entrane analyticit., naturalitd et monotone
partielle.

b) Analyticit et complmentation relative entranent rane-
ment.

c) Fermeture et compldmentation relative entranent naturalit&
Cette proposition est due essentiellement M. Milan Kolibiar.

d) Naturalit et saturation entranent la similitude.
f) I1 en est de mme de toute structure gomtrique naturelle,

ferrule et similitude ou bien ferrule, similitude et relativement
complmente. Toute structure gomtrique ranante et sature est
moins fine (1.5.2) que la structure gomdtrique hausdorenne.

e) Analyticit, saturation et monotone partielle entranent la
fermeture.

g) Soit une configuration numie d’une (F, )-structure gSo-
mtrique universelle (donc telle que pour chaque couple a, be il y
air des lments d, me tels que dF[a, b} et m2{a,b}), conditionnelle-
ment raJnante et .fermSe. A supposer que la structure gSom$trique
rieszienne de soit strictement moins fine que la discrete (donc telle
que G(An, M,)<G(d,M); cf. 1.5.2, (**)), on peut trouver six 515ments
e, e’, f, f’, u, v tels que u{e, f}, eF{e’, f’}, f’[e’, f’}, vZ{e’, f’},
e’{e,f}, f’{e,f} et tels encore que e:f_e et e’f’e’. Ce ci
gnralise une proposition bien connue due M. Jn Jakubik 10.
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