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Résumé. Dans cette note et les suivantes de cette série, je pré-
sente les principaux résultats de mes travaux [1-3], auxquels je
renvoie quant aux démonstrations. Qualques notions fondamentales
ainsi qu'une partie de ces résultats se trouvent déja dans ma note [4]
et dans mon rapport [5] ou jai donné une premiére vue d’ensemble
sur mes recherches & ce sujet. Il s’agit d’une extension aux ensembles
partiellement ordonnés les plus généraux des méthodes et des principes
de la théorie des treillis dont jai proposé autre fois une premiére
extension par ma théorie des multitreillis [6-8].

Cette premiére note a un caractére préliminaire: elle contient les
définitions des notions fondamentales et quelques unes de leurs con-
séquences les plus simples.

1. Structures géométriques. 1.1. Notations. Ensembles et
sousensembles sont notés par des majuscules latines; ’ensemble vide
est noté par ¢. Eléments d’ensembles et de sousensembles sont désignés
par des minuscules latines; le symbble {a, b, ¢,- - -} dénote I'ensemble non
nécessairement dénombrable dont les éléments sont a, b, ¢,- -+ . Majus-
cules grecques désignent des relations binaires alors que les minuscules
grecques dénotent toujours des applications d’un ensemble dans (sur)
un autre. Les symbodles U, (], &(2) signifient respectivement union,
intersection, inclusion au sens de la théorie générale des ensembles.
Enfin X dénote toujours le produit cartésien.

1.2. Définition. Par comfiguration abstraite ou simplement con-
figuration et par emsemble partiellement ordonné ([9], Chap. I, 1),
jentends une seule et méme chose.

Dans tout ce qui suit P désigne une configuration quelconque par
rapport & ordre partiel > ou <.

1.2.1. Définition. Pour u,veP tels que u>wv, jentends par
quotient u/v 'ensemble de tous les xe® tels que u>x>w. Cf. [9],
Chap. I, §1.

1.2.2. Notation. Pour chaque AP je dénote par VA I'ensemble
de tous les ue? tels que u=>a pour chaque acA. Par la dualité ([9],
Chap. I, §8), le symbdle 44 dénote I'ensemble de tous les veP tels
que v<a pour chaque acA.

Au cas ol A=¢, ou a comme & ordinaire, Vo=A¢="%.

1.3. Définition. J’appelle relation de divisibilité dans toute
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relation binaire 1 reliant certains éléments deP & certains sous-
ensembles AS P telle que dY'A (lire: d est un Y'-diviseur de A) en-
traine VA=¢ et de VA (1.2.2). De méme, jappelle relation de multi-
plicabilité dans P toute relation binaire X reliant certains éléments
meP & certains sousensembles AS P telle que mYA (lire: m est un
Y-multiple de A) entraine AA=¢ et meAA (1.2.2).

Cf. ma note [4], 2.1 & laquelle je renvoie quant aux exemples.

1.3.1. La dualité au sens de [9], Chap. I, § 3 transforme évidem-
ment toute relation de divisibilité 2° (multiplicabilité %) en une rela-
tion de multiplicabilité X =7 (divisibileté 2"25). Mais je ne sup-
poserai jamais dans la suite (sauf avis expres du contraire) que les
relationis 7', Y sont duales l'une de Pautre au sens de ma note [4],
24.

1.4. Définition. Par (', 3)-quadrilatére de P jentends tout
ensemble de quatre éléments a, b, d, meP (non nécessairement distincts
deux & deux) tels que dY'{a, b} et mZ{a, b} (1.1).

1.5. Définition. Je dirai que la configuration P est munie d’une
(T, 3)-structure géométrique, lorsque lensemble de tous les (27, X)-
guadrilatéres (1.4) de P n’est pas vide.

Cette définition est un peu plus large que celle de [4], 2.5, axiome
SD. Symbole:G(T, 2).

1.5.1. Parmi les structures géométriques usuelles, les plus im-
portantes, sous doute, sont les structures géométriques dédékindienne,
hausdorffienne et rieszenme: cf. [4], 2.2 Exemples 1-3. Symbbles:
G(de, M), G(dg, M) et G(dg, Mg) respectivement.

C’est la sturcture géométrique hausdorffienne qui est & la base de
ma théorie des multitreillis. Par ailleurs, la structure géométrique
discréte (symbdle: G(4, M) ou 4, M sont définies par: d4A équivant &
deVA et mMA équivalent & medA) joue dans la présente théorie
également un rdle important.

1.5.2. Les sturctures géométriques d’une configuration se laissent
ordonner d’une maniére naturelle: comme suit:

Je dirai qu'une structure géométrique G(1°, %) de P est plus fine
qu'une structure géométrique G(?”, 2) de la méme, en signes

G(', 2N<G(T, 2) (=)
lorsque chaque (7', 2')-quadrilatére de P est aussi un (7", ¥)-quadri-
latére (de P).
Ainsi, par exemple, on a toujours:

G, X)<G4, M). (%)

La relation<définie par (x) est une relation d’ordre partiel dans
Iensemble des structures géométriques de P. Et lorsqu’on a (x), je
dirai également que G(1”, X') est moins fine que ou subordonnée &
G, 2).
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1.6. Définition. Je dirai qu’une structure géométrique G(1’, )
est
1.6.1. Raffinante, lorsque pour tous les a, b, u, veP tels que u=>a
>v et u>b>w il existe des éléments d, meP tels que u=>dr{a, b} et
v<m{a, b}.
1.6.2. Conditionnellement raffinante, lorsque pour tous les a, b,
u,veP tels que u=a>v et u=>b>v, lexistence d'un deP tel que
u>dY {a, b} équivant & lexistence d'un meP tel que v<mI{a, b}.
1.6.3. Partiellement monotone, lorsque les deux conditions sui-
vantes sont remplies
1. Pour tous les a,a’,a”,bb,b"eB tels que al{a,d}, b'3{a’, b},
b'>0"3{a”,b} et a'>a”, il existe un deP tel que a>dr{a”, b}.
2. Pour tousles a,a’,a”,b, b, b"eP tels que a'T'{a”, b}, b 3{a”, b'},
a’'<aY{a’, b} et b=¥', il existe un meP tel que b’ <mX{a”, b}.
1.64. Analytique, lorsque pour tous les a,b, d, m,xeP tels que
dY{a, b}, mX{a,b} et d=x>m, il existe des éléments a,, a’'cP tels que
d>a,Y{a,x} et m<a'X{a,x}. L’unicité de a,(a’) n’est pas requise.
1.6.5. A interpolation cartésienne, lorsque pour tous les a, a,, o/,
b, b, b, d, meP tels que
dY{a, b}, mZ{a, b}
d>a,>a>a'>m, d=b,>b=>b">m
a,Y{a, b}, a’3{a, b}
b, Y{a, b}, b'2{a,, b}

on a (a;/)N(b/a")F¢ (1.2.1).

1.6.6. Naturelle, lorsque pour tous les a,beP tels que a=>b on a
al{a, b} et bX{a,b}.

1.6.7. Fermée, lorsque pour tous les a,a,;, a’, b, d, meP tels que
dria, b}, m2{a,b} et d=>a,>a>a">m, on a dl{a,, b} et mX{a’, b}.

1.6.8. Saturée, lorsque pour tous les a,b,d,d’, m, m P tels que
dY{a, b}, d'T{a,b}, mZ{a, b}, m'2{a,b}, d>d" et m<m', on a d=d’ et
m=m'.

169. A stmilitude, lorsque pour tous les a,b,d, meP tels que
dY{a, b} et mX{a, b}, 'égalité d=a équivant & b=m.

1.6.10. Transitive, lorsque pour tous les a,a’,a”,b,b',b"eP tels
que al{a’,b}, b'2{a’,b}, a'T{a”, b} et b"2{a”,b’} on a al{a”,b} et
b X{a”, b}.

1.6.11. Relativement complémentée, lorsque pour tous les a,u, v,
eP tels que u=>a>w, il existe un beP tel que ul{a, b} et vI{a, b}.

1.6.12. Complémenteé, lorsque P a un premier élément 0 et an
dernier élément I (donc 0<a<I pour tout ac?P) et lorsque pour chaque
aeP il existe un a*eP tel que I7{a, a*}, O2{a, a*}.

1.7. Les propriétés 1.6.1-1.6.12 sont parmi celles que j’ai appelées
ailleurs propriétés élémentaires d’incidence, cf. [1] et [5]. Les pro-
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priétés de “position”. D’ailleurs ces propriétés ne sont pas toutes
indépendantes les unes des autres, ni ne sont toujours vérifiées par
les structures géométriques usuelles (1.5.1).

Ainsi, par exemple, la structure géométriques hausdorffienne est
toujours (cela veut dire quelle que soit la configuration P) naturelle,
fermée, saturée et a similitude; il en est de méme de la structure
géométriques dédékindienne laquelle est, de plus, transitive. Mais la
structure géométrique hausdorffienne n’est pas toujours transitive: cf.
mon travail [6], 3.12.

Quant & la structure géométrique discréte elle est toujours raf-
finante, analytique, naturelle, fermée, partiellement monotone, transitive
et relativement complémentée; mais elle n’est pas toujours saturée (sauf
pour Ces P ol les relations a,beP et a>b entrainent a=>), ni & simili-
tude non plus.

1.8. Voice quelques conséquences simples des propriétés d’incidence
(1.6):

a) Raffinement entraine analyticité, mnaturalité et monotone
partielle.

b) Analyticité et complémentation relative entrainent raffine-
ment.

c) Fermeture et complémentation relative entraiment naturalité.
Cette proposition est due essentiellement & M. Milan Kolibiar.

d) Naturalité et saturation entrainent la similitude.

f) Il en est de méme de toute structure géométrique naturelle,
Sfermée et a similitude ou bien fermée, & similitude et relativement
complémentée. Toute structure géométrique raffinante et saturée est
moins fine (1.56.2) que la structure géométrique hausdorfienne.

e) Analyticité, saturation et monotone partielle entratnent la
Sfermeture.

g) Soit P une configuration numie dune (1, 3)-structure géo-
métrique universelle (donec telle que pour chaque couple a,be®P il y
ait des éléments d, meP tels que dI'{a, b} et m{a,b}), conditionnelle-
ment raffinante et fermée. A supposer que la structure géométrique
rieszienne de P soit strictement moins fine que la discréte (done telle
que G4, Mp)<G(4, M); cf. 1.5.2, (xx)), on peut trouver six éléments
e, e, f, f,u,veP tels que ul{e, f}, eX{e, f'}, frie, f}, v¥{e, '},
eXe, [}, f'3{e, f} et tels encore que eXfre et ¢ > f 2e. Ce ci
généralise une proposition bien connue due & M. Jan Jakubik [10].
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