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150. Sur la Thdorie Gdnrale des Ensembles
Partiellement Ordonn$s. III

Par Mihail BENADO
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1960)

R$sum. Cette note contient des rsultats concernant les proprits
gnrales des structures gomtriques modulaires d’une configuration
[1. Elle fait suite ma note [2 dont je presuppose la connaissance.

1. Structures g$omdtriques modulaires; dfinition. 1.1. Dfini-
tion. J’appellerai modulaire au sens de M. Alexander Kurosch ou
simplement K-modulaire, route (2",V)-structure gomtrique de
telle que les relations a, b, b’, d, m e , d2"{a, b}, d2"{a, b’}, reX{a, b},
mX{a,b’} et b>_b’ entrainent l’galit b--b’.

1.2. Ddfinition. J’appellerai modulaire au sens de M. Oystein
Ore ou O-modulaire tout court, toute (Y, V)-structure gomtrique de

telle que les relations a, al, b, b’, d, me, d{a, b}, m{a, b}, d_a_a
et b>_b’>_m entraine l’quivalence logique des relations a2"{a,b’} et
b’X[a, b}.

1.3. Dfinition. J’appellerai modulaire au sens de M. Morgan
Ward ou encore W-modulaire, toute (Y’, X)-structure gomtrique de

telle que les relations a, b, d, me, dI’{a, b} et reX{a, b} entrainent
l’isomorphisme au sens de l’ordre partiel d/a b/m.

1.4. Dfinition. J’appellerai circulaire toute (c, V)-structure
gomtrique de telle que pour tousles a, b, d, m e satisfaisant
d2"{a, b} et reX{a, b}, les quotients ([2, 1.2.1) d/a et a/m soient des
chaines (--ensembles totalement ordonns).

2. Proprits. 2.1. Thorme. Toute (l, X)-structure gomtri-
que analytique, ferrule (2, 1.6.4, 1.6.7) et K-modulaire (1.1) possde
les proprits suivantes: 1. Elle est similitude ([2_, 1.6.9), 2.
Elle est saturde (2J, 1.6.8), 3. Elle est primitive au sens que voici:
Pour chaque (2", X)-quadrilatre ([2, 1.4) (a, b; d, m) de , la condi-
tion d}-a quivaut ( la condition b}-m (Ici x-y veut dire x>y et
les relations x_>z_> y entrainent ou bien z- x ou bien z- y), 4. Si
elle est moins fine que la structure gomtrique rieszienne de ([_2,
1.5.2), alors elle est dj( moins fine que la structure gomtrique
d$d$kindienne et, en outre, elle est O-modulaire (1.2), 5. Si elle est
circulaire (1.4) elle est aussi O-modulaire.

2.2. Th$orme. Toute structure gomdtrique conditionnellement
ranante (2, 1.6.2) ferrule et K-modulaire est galement O-modulaire.

2.3. Thorme. Pour qu’une structure gomtrique analytique
(ou bien ferrule) et O-modulaire soit K-modulaire, il faut et il suflit
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qu’elle soit similitude.
2.4. Th$orme. 4 supposer que la structure g$omStrique haus-

dor2enne d’une configuration est conditionnellement ranante ([2,
1.6.2), les deux propri$t$s suivantes sont logiquement 5quivalentes (en
tant que proprits de la dire structure gomtrique): 1. K-modularitY,
2. O-modularitd.

2.5. Thorme. Pour qu’une structure gSom$trique fermSe et
O-modulaire soit satur$e ([2, 1.6.8), il faut et il sut qu’elle soit

similitude.
2.6. Th5orme. Toute structure gom5trique analytique, fermSe,

similitude et O-modulaire possde la propridt5 de primitivit5 de
2.1, troisime assertion. Si, en outre, elle est complSment$e ([2,
1.6.12), alors elle est moins fire que la structure gOom$trique haus-
dorenne.

2.6.1. Corollaire. Si la structure gSom$trique hausdorenne est
analytique et O-modulaire alors elle a la propridtd de primitivit.
(Cette proprit subsiste galement sous les suppositions d’analyticite
et de K-modularitY, comme cela rsulte immdiatement du thorme
2.1, troisime assertion.)

2.7. Thorme. Toute structure gSomStrique analytique, fermde
et O-modulaire possde la propridtd de modularit5 cartsienne que
voici: Pour tous les a, al, a’, b, bl, b’, d, m tels que dl’{a, b), reX{a, b},
d_a _> a_> a’ >_m et d >_ b b >_ b’

_
m, il existe des ldments x, x’ tels

que di>x’F[a’, b’}, m_x X{al, b} et tels que

a’{a, x’}, b’Z{b, x’}
a{a, x}, bF{b, xl}.

2.8. Dfinition. Je clirai qu’une (F, V)-structure gomtrique de
est forte, lorsque les deux conditions suivantes sont remplies:
F. Pour tousles a, a, a, b, b’, d, me tels que dF{a, b], mZ{a, hi,

b_b’_m, d_a’{a,b’} et d_a{a, b’}, on a a-a..
FZ. Pour tousles a, a, b, b’, b", d, me tels que d{a, b}, reX{a, b},

d_al_a,m_b’Z{al, b} et m_b"[a,b}, on a b’--b".
Cf. mon travail 3J, 3.3 et lJ, 2.12.
2.8.1. On peut remarquer que route structure gomtrique forte

est saturSe.
2.9. Dfinition. Soient a,b,d, me tels que d{a,b} et mZ{a,b}.

Je dirai que l’lment x e tel que d_> x>_m est cartsien (par rapport
au (), 2’)-quadrilatre (a, b; d, m)), lorsqu’il existe des lments a, b,
a’,b’e tels que d>_a>_a>_a’>_m, d>_b>_b>_b’>_m, tels que

ale’{a, b}, a’Z{a, bl}
b{a’, b}, b’Z{al, b}

et tels enfin que x (a/b’) (b/a’).
2.10. Thorme. Toute structure g$om$trique analytique, fermSe,
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forte (2.8) et O-modulaire est W-modulaire (1.3).
2.11. Th$orme. Toute (, X)-structure gSom$trique, analytique,

ferrule forte, O-modulaire et interpolation cartSsienne ([2, 1.6.5)
jouit de la proprit suivante: Pour tous les a, b, d, m tels que
dI’[a, b} et reX{a, b}, on ales isomorphismes au seus de l’ordre partiel:

(d/a)X(d/b) (a, b; d, m) (a/m) (b/m)
ot X est comme l’ordinaire le produit produit cartsien (2, 1.1
et 1.2.1) alors que (a, b; d, m) d5note l’ensemble de tousles dl$ments

cartdsiens (2.9) par rapport au (, )-quadrilatre (a, b; d, m). Cf. 4,
Chap. V, Theorem 7.

2.12. Thorme. La configuration 5tant munie d’une (, Z)-
structure g$omtrique analytique, fermSe, sature, interpolation
cart$sienne et O-modulaire (mais non G-distributive), il existe tou-
jours des lments d, e, f, a, ve tels que

d_efdfed
u{d, e}, uI’{e, f}, u’{f d}
vX{d, e}, vZ{e, f}, vZ[f d}

u{u, x}, x{x, v}
v{v, x}, x{x, u}

pour chaque x e{d,e, f}. (Par structure gomtrique G-distributive,
j’entends une (/’, X)-structure gomtrique telle que les relations a, b,
b’, d, m, d{a, b}, dI’{a, b’}, reX{a, b} et reX{a, b’} entrainent l’galit
b--b’.) Cf. 4, Chap. V, Theorem 4.

2.13. Thorme (de raffinement de Schreier). La configuration
5tant munie d’une (1", X)-structure gSom$trique raffinante et W-

modulaire, deux chaines finies d’15ments de aux extrmitSs com-
munes, possdent des ranements isomorphes. Cf. [5, 3 et ibid.,
2.5.
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