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1. D$finiion de l’espace rang$.’Soit R un espace muni d’un
systme de voisinages satisfaisant deux conditions suivantes

(A) 2 chaque point peR correspond au moins un voisinage.
Chaque voisinage de p contient p.

(B) u(p) et v(p) itant deux voisinages du point p, il existe un
voisinage de p contenu dans u(p)fv(p).

On dit que R est un espace rang si tout nombre positif
correspond une famille de voisinages qui jouit de la condition
suivante

(a) Pour tout voisinage v(p) du point pet pour tout nombre
positif a, il existe un nombre riel tel que 0<<a et un voisinage
u(p) de p appartenant la famille et qui est contenu dans v(p).

Une suite monotone dicroissante de voisinages

est dite fondamentale ou de Cauchy s’il existe une suite monotone
d/icroissante de hombres rels (r,) qui converge vers 0 et telle que
chaque v,(p) appartient

Un espace rang4 s’appelle complet si, pour toute suite de Cauchy
(v(p,)), l’intersection v(p)est non vide.

La notion des suites de Cauchy dans l’espace rang4 est un outil
de l’analyse mathimatique. Nous allons l’appliquer certains exemples
concrets.

2. La convergence (C) dans l’espace rang.--Itant donn un
espace rangi R, on dit qu’une suite de points (p) converge (C) vers
un point p dans R si, quelle que soit la suite partielle (p()), on en
peut extraire une suite partielle (p(,,)) satisfaisant la condition
suivante"

1) L’id4e de l’espace rang4 a 4t premirement introduite par Prof. K. Kunugi dans
la Note: Sur les espaces complets et r4gulirement complets. I, Proc. Japan Acad.,
30, 553-556 (1954), pour arriver une synthse plus g4n4mle que l’espace m4trique
complet et que l’espace localement compact: L’espace mtrique omplet et l’space
localement compact sont deux cas spciaux de l’espaces ranges comples. Darts un
espace rang compleX, tout ensemble ouvert est de deuxime categoric (le thorme de
Baire).

2) Voir F. Hausdorff: Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, 213 (1914).
3) Cf. H. Okano: Sur lea intgrales (E.R.) et ses applications, Osaka Math. J.,

11, 187-212 (1959). Pour la simpliit6, dans la pr6sente Note, nous excluons la condition:
P2n--P2n+I et r>r+.
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A chaque indice i il existe un voisinage v(q)du point
tel que la suite (v(q)) soit de Cauchy et que p appartienne l’inter-
section v(q,).

On prouve facilement que la convergence (C) dfinie ci-dessus
jouit des trois axiomes suivants :

(1) Pour tout point peR la suite (p----p) converge vers p.
(2) Toute suite partielle d’une suite convergente converge vers

le point limite de la suite entire.
(3) Une suite (p) converge vers un point p si on peut extraire

de toute suite partielle (p.,) une suite partielle (P.c,.) qui converge
vers p.

Si les familles $ jouissent de la condition
(b) p et q tant deux points diff4rents, il existe un hombre

positif r tel qu’il n’existe aucun voisinage appartenant la famille
$ et qui contient p et q.

On voit alors que tout suite convergente (C) converge vers un
seul point et donc que l’espaee Rest un esl,ce (L*) pour la conver-
gence (C).

Soit Run espace mtrique. Si on prend pour la famille r la
totalit des boules ferm4es du centre pet du rayon ’, R est un espace
rang et la convergence (C) es identique la convergence par apport

la mStrique.
Dans ce cas, pour que R wit un espac m$trique complet, il faut

et il su2t qu’il soit complet lovsqu’il est considSv$ comme un espace
rang$.

Exemple.--Soit X un ensemble muni d’une mesure non ngative
p telle que X soit mesurable. Dsignons par M--M(X, p) la famille
de toutes les fonctions finies et mesurables (non pas ncessairement
born4es), identifiant deux fonctions qui ne sont pas diff4rentes que
sur un ensemble de mesure nulle. Le systme de voisinages de la
fonction f est d4fini par les ensembles U(r, A; f) 0" un hombre r4el>0,
A un ensemble mesurable_X):

U(’, A; f) est l’ensemble de toutes les fonctions gM satisfaisant
l’in4galit4 If(x)--g(x)l<_ presque partout dans A.
On vrifie ais4ment qu’une suite (f) converge vers f dans M si

et seulement si les f(x) convergent uniformment vers f(x) presque
partout dans X.

Si on prend pour la famille de tous les voisinages U(r, A; f)
tels qu’on ait p(X--A)< ., l’espace M devient un espace rang( complet

4) Voir C. Kuratowski: Topologie. I, deuxime &iition, Warszawa, 88 (1948).
Les espaces abstraits ayant ta notion de limite pour terme primitif ont t introduits
par M. M. Frchet dane sa Thse: Sur quelques points du Calcul fonetionnel, Rend.
Circ. Mat. di Palermo, 22, 1-74 (1906).
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satisfaisant la condition (b).
On voit que, pour qu’une suite (f) converge (C) vers f dans M,

il fau e$ il su2it qu’on puisse extraire de route suite partielle
une suite partielle (fn(,,) telle que les f((x) convergent presque

unifarmtment vers f(x) dans X.’
3. Limites inductives des espaces rangs2’--Soit R un ensemble

et (R)(n_ 1) une suite infinie strictement croissante de sous-ensembles
de R, telle que R soit riunion des R. Supposons chacun des R muni
d’une famille ), pour laquelle R est un espace rangi; enfin nous
supposerons que la famille consiste en tous les voisinages v(p),
peR, de la forme v(p)=u(p)f’lR,,, u(p)e.,,

Si, pour chaque point pe R, on prend pour le systme de voisinages
de p la totalit4 des voisinages de p dans l’espaces R tels que peR,,,
il jouit des conditions (A), (B).

Si on prend ensuite pour la famille la rdunion des familles

8"), elle satisfait la condition (a). L’espace rangd R ddfini de la
sorte sera appel4 la limite inductive des R.

On peut alors ddmontrer les trois noncs suivants:
1) Pour que R soit complet, il faut et il su2t que chacun des

R soi$ compleX.
2) Pour qu’une suite (Pn) converge (C) vers p dans R, il faut

et il su2t qu’il existe un entier m tel que Rm contient
que (p) converge (C) vers p dans Rm.

3) Soit S un espace rang$. Pour qu’une application de R dans
S soit continue pour les convergenves (C), il faut et il su2it que sa
restriction chacun des R soit continue pour les convergences (C).

Au cas oh l’espace rangi serait k la lois un espace vectoriel, un
sous-ensemble A s’appelle borne! si, pour tout hombre positif -, il
existe un voisinage V du point 0 appartenant la famille r et un
hombre 2 tels qu’on ait V_A.

Soit R la limite inductive d’une suite des espaces rangis et
vectoriels (Rn). Alors, pour qu’un ensemble AR soit born$, il faut
et il su2it qu’il existe un entier n tel que AR, et que A soit born$

dans R.
Exemple.--Consid$rons maintenant l’espace de M. L. Schwartz’

l’espace vectoriel des fonctions complexes (x)-(x, x2,’" ", x) de k

5) Nous disons qu’une suite de fonctions (f(x)) converge presque uniformdment
vers f(z) si, pour tout )0, il existe un ensemble A tel que (X-A)( et que les
fonctions f(x) convergent uniform4ment vers f(x) sur A. Le thdorbme de Egoroff
montre que, si (X) oo, la convergence presque uniforme est identique t la convergence
p.p. Voir p. ex. P. R. Halmos: Measure Theory, New York (1950).

6) Cf. J. Dieudonnd et L. Schwartz: La dualit4 dans les espaces (i) et (i), Ann.
Inst. Fourier, 1, 61-101 (1949).

7) L. Schwartz: Thdorie des Distributions, 1, Paris (1960).
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variables r6elles, indfiniment d6rivables et support compact.
Z) d6signe le sous-espace de )form6 des fonctions () nulles

pour ]zl_> n, le syst4me de voisinages de la fonctions -0 6tant d6fini
par les V(m, ) ( entier_> 0, e nombre r6el > 0):

V(m, ) est l’ensemble de toutes les fonctions 0 dont toutes les
d6riv6es D d’ordre_<m sont born6es en module par .

Prenons pour r’ la famille de tous les voisinages V(m,
), tels que m--/--/ L’espace est alors un espace rang6

complet.
L’espace ) est donc un espace rang complet lorsqu’il est con-

sid6r6 comme le limite inductive des espaces rang6s et, d’aprs 2),
la convergence (C) dans est identique celle pour la pseudo-topologie,
c’est-(t-dire une suite () converge vers 0 si d’une part leurs supports
sont contenus dans un compact fixe, si d’autre part les fonctions .(x)
convergent uniform$ment vers O, ainsi que chacune de leurs d$riv$es.

De plus, pour qu’un ensemble soit born$ notre sens, il faut et ’il
su2t qu’il soit born$ au sens pris de M. L. Schwartz.

4. Certaines autres convergences dans l’espace rang&--Dorna-
rant, supposons qu’il existe un ensemble d’indices A tel que le voisinage
v(p) du point peR soit dtermin par un nombre positif 7 et un indice

A: v()=v(r, ; ).
]tant donne une classe F de suites d’indiceseA, nous disons

qu’une suite (p) converge vers un point p au sens de la convergence
(F) ou, simplement, (p) converge (F) vers p s’il existe une suite
(i.)eF satisfaisant la condition suivante"

Quelle que soit la suite partielle (p.()), on en peut extraire une
suite partielle (p.(())) telle qu’il existe une suite de nombres positifs

’ telle que la suite (v)----(v(7, ((o,; P,((o))) oit de Cauchy et que

f’lv contienne p.

$i la classe F jouit des conditions
(1") (1", 1) quel que soit peR, il existe un indice 2eA tel que

v(7, ; p) e8 pour tout 7,

(1", 2) pour tout 2eA, la suite (-) appartient la classe F,
(2*) si ()e F, toute suite partielle (2.,,) appartient

alors la convergence (F) satisfait deux conditions (1), (2). Donc,
sous les hypotheses (1"), (2*) et (b), l’espace R muni de la convergence
(F) est un espace

Exemple.Soit X un ensemble muni d’une mesure non n6gative
/ telle que X soit mesurable. Soit p un nombre fixe tel que 1<
Nous allons consid6rer l’espace vectoriel M=M(X, l) dont la topologie
est d6finie comme il suit"

8) Voir M. Frchet: Loc. cit.
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Le systme de voisinages de la fonction f est dfini par les en-
sembles (7, A; f) (7 nombre rel0, A ensemble)X) de toutes les

(ffonctions g M telles que Ig()-f()[dt2 -_<7.

Soit v une mesure non ngative satisfaisant / trois conditions
suivantes"

1) rest quivalente , t2.’
2) I1 existe une suite d’ensembles (X) telle que X soit runion

des X et que r(X)< oo pour tout n.

3) Pour tout ensemble Aet pour tout hombre a tel que 0< a< r(A),
il existe un ensemble B tel que v(B)--a et que BA.

Si on prend pour 3, la famille de tousles voisinages V(7, A; f)
qui satisfont ? deux conditions

I) v(X--A)<r,
9) pour tout ensemble B tel que v(B)<_v(X--A) on a l’in6gali6

on verifie que _/est un espaee rang eompletet qu’il jouit de la condition
(b).

Si la elasse F est formic de routes les suites d’ensembles A,,X
telle qu’il existe un hombre rel k qui satisfait l’ingalit k(X--A,,. )
>_(X--A,,) pour tout n, elle jouit de la condition (1").

En dsignant par K(p; ) l’adhrenee de l’ensemble L,(p)n) pour
la convergence (F), les propositions suivantes se trouvent vrifi.es"

1) L(/)K(p; v) et L(I2)=K(/; v).
2) K(/; v) est un ensemble linaire.

3) Si fK(/; ), ge Kq(/; ), 1+1=1, alor8 la multiplication
P q

f(x)g(x) appartient Kl(u; ).
4) Soient fn et gn deux suites de fonctions /-sommables qui con-

vergent (F) vers une fonction appartenant Kl(u; v). Si la suite

(f d/) converge vers un hombre a, la suite (fa (x) aussi

converge vers le mme nombre a.

5) Pour qu’une fonction f soit int$grable (E. R. )1-, pour /, il

9) Dans la suite, nous disons simplement "sous-ensemble" de X, sous-entendant
celui qui est mesurable.

10) Nous disons qu’une mesure v est 6quivalente une autre
deux conditions suivantes:

i) Un ensemble A_X est mesurable pour v si et seulement s’il est mesurable pour
ii) (A)=O si et seulement si a(A)=O.
11) L(a) ddsigne l’ensemble des fonctions de puissance p-ime sommable pour
12) Voir H. 0kano: Les intdgrales E.R. g6ndralisdes sous une forme de Radon-

Stieltjes, Pro. Japan Acad., 36, 324-326 (1960). La notion de l’intdgrale E.R. a
introduite par Prof. K. Kunugi dans la Note: Application de la mdthode des espaces
rangds t la th6orie de l’intgration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).
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faut et il su2it qu’elle appartient KI(p; ) et qu’il existe une suite
de fonctions t-8ommables f, qui conve’ge (F) vers f dans M et telle

que la suite (f dp) converge ve,8 un hombre a. Dans ce cas,

on a (E. R. u) ft’(x) dt--a.


