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30. La Solvabilité de Certains Equations sur les
Nombres Ordinaux Transfinis. 1

Par Sokiti NAGAI
Institut de Mathématiques, I’Université d’Iwaté, Morioka, Japon
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., March 13, 1961)

Dans sa note,” M. W. Sierpinski a démontré qu’il n’existe aucune
solution pour Péquation (A) ¢*=+*+1 sur les nombres ordinaux trans-
finis ¢ et ¥, et en généralisant ce résultat, M. S. Swierczkowski? a
démontré la méme propriété pour I'équation (B) ¢’=+*+q, oi 9 et ¢
sont les nombres ordinaux isolés qui sont plus large que 1, et ¢ est
un nombre naturel.®

En généralisant 1’équation (A), nous discuterons les solutions
d’équations telles qu’on ait
(E) o™at+o™ay+t - - +¢™a,+a,,:=¥"b+ V" b+« - - +¥"%,+ by,
oup, gsmya, A=i<p);n,etd; (1<75=<q) sont les nombres naturels
tels que m,_;>m, 2<i<p) et n,.,>n, (2=<5=<q), et a,.,, b,,, sont
les nombres finis. Or, sans perdre la généralité, nous pouvons supposer
que ¢ soit plus large que Y. Alors, on peut distinguer les quatre cas
suivant que ¢, ¥ sont les nombres limites ou bien isolés. Or, si ¢
est isolé, nous avons

PMa+o™Mas - - - 9", +a,,  =(F™a 9™ w4 - - ™)

+(@™(@e+v)+ o™t - ™ )+ - - (P (@, )+
+ . o)+ (a,. )P
ol ¢=¢+v, p est limite et v est naturel.

Le but de cette note est de déterminer tous les types de I'équa-
tion (E) solvable et ses solutions correspondantes pour le cas fonda-
mental ol les solutions de I'équation (E) sont les nombres limites.

Or, la méthode de MM. Sierpinski et Swierczkowski employée dans
les considérations des équations (A) et (B) est de comparer les deux
cotés de l'équation donnée, en utilisant les formes normales de ¢ et
Y. Malis, elle est inconvenable pour traiter généralement.l’équation
(E), puisque la relation entre ¢ et Y n’est pas précisée. Donc, en
définissant les polyndomes finis des nombres ordinaux transfinis dans la

1) W. Sierpinski: Sur ’équation é2=%°+1 pour les nombres ordinaux transfinis,
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section 2, nous rechercherons les solutions de I’équation (E) au point
de vue de trouver les conditions pour I'égalité de deux polyndmes
finis de ¢ et V.
Maintenant, posons
F(p)=p™a,+¢™a,+ - - - +¢"a,,
G(Y)=Vv"b,+¥"by+- - - -+,
Alors, pour que I’équation (E) a la solution de nombres limites ¢p=¢&
et Y=y, il faut et il suffit qu’elle remplit a,,,=b,., et
(E*) F(§)=G(y).
Done, nous traiterons désormais surtout sur ’équation (E*) pour les
nombres limites & et 7.
1. Posons tout d’abord les notations utilisées dans la suite.
Les lettres minscules latines en général, a,, a,, a®, a, a’ ete, &,
A ¢,v et g, &%,k £ ete. signifient les nombres ordinaux positifs et
finis autant que nous n’indiquons en particulier. Les lettres grecques
excepté k, A, ¢, v, et a,, @, a' ete. signifient les nombres ordinaux
transfinis, £ et 7 les nombres limites, particuliers tels que £>7.
Ensuite, les formes normales de & et » respectivement sont
1.1) E=w"k+r, ol rt=0"%+ - +0"k.,
1.2) n=w"A4+6, ou d=0"A+---+0"i,
et (=0 At w12, 4+, 1=Zi<i<7).
Généralement, la représentation de & par rapport a 7 est
(1-3) E=7]‘9‘C1+5r ol E=770’C2+ °cc +77‘9‘Cz+Cc+1,
ol §=29,>9,>:.->9,>0,0<{,<n(1=<1<t8), 0=<(,.,,<p et {.,,(>0)
est un nombre limite.
Puis, la forme normale de {, est
1=0 o+ pty, 01l o=0rpy+ -+ -+ 0’1 (=0) (0, =, =0, ££,=0),
et encore celles de a, et B, respectivement sont a,=w*d+p, B,=0"h
+0' (x=7').
2. D’aprés (1.1) et (1.2), on a
(21) fra=o""™k 0+ 0" " Pr=0"1"E,a+ @™ P g, o @D
(" termes)
(2.2) ”nbzwa!nxlb_l_mal(n—l)a=walnzlb+wal(n~l)+a212+. . °+0)¢1("_1)+u"1,.
(r termes).
Done, en remplacant les deux cotés de ’équation (E*) par ces formules,
on voit que les deux cas suivants au plus sont seulement possible
pour les solutions d’équation (E*): (i) »'=tr (t=1) et (ii) r'=wvz, r
=uz, (v,u)=1 et u>1.
Dans le cas (i), on a
(2.3) &Mim=nC-Dtiby_ 9P EDHD e prub, (11 D).
Si t>1, nous posons (i—1)t+j=1j et nous écrivons simplement
(2.3) Emia,=n"1b;y +7";+ - - - +7"b, (1=1=1p),
ou n,;>n,, (i<i) et n,;>n, (§<j’). Alors, nous avons
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(24) F@)= iZ:_‘:.E"'iai,

» } 4
G(n)= g; 7"b; (t=1) ou bien G(y)= é{ﬂ”‘lbuﬂ"“bm

+ -« yteeb,) (E>1).
Dans le cas (ii), écrivons simplement comme précédent
(2.5) f&)=9 Q1 <i<t),
ou f(&)=&ma,+Ema,+ - +EMa, (1< 1=1t),
g(p=ny"1b; +79"b;, + - - +7"0b, (110
Alors, nous avons ) ,
(26) FO=3£6, Go=30.).

Inversement, pour certains £ et 7, §’il existe m,, a, (1 <1< D),
netb(1=1=p)oumn,etd, 1=7j=p 1=Ek=t); ou bien m;, a,,
(1515t 1<5j<u), nyetd, 1=<k=<t, 1<1=<w) satisfaisant respec-
tivement & (2.3) ou & (2.3") ou bien a (2.5), il est évident que ’équa-
tion (E*) correspondant respectivement a (2.4) ou bien a (2.6) est
solvable et &, 7 est sa solution.

3. En correspondant aux deux cas des solutions de I'équation
(E*), nous introduirons les définitions suivantes.

Définition 1. Soit ¥ un nombre ordinal et transfini. Alors, nous
dirons que
(3-1) "I"l‘pl +‘I"13”2+ e +""‘t‘% +vu 1r
o t, I, et v; A=<1=<1t) sont naturels, I,_,>1, (2=<1=<1) et v,,, est fini,
est un polynome fini de Y.

Définition 2. Pour les nombres naturels m et a, et un nombre ¥
ordinal et transfini, nous dirons qu’un nombre ordinal transfini ¢ dont
o™a peut étre représenté par un polyndme fini de v, est représentable
finiment par rapport & .

D’aprés cette définition, ¢(=¥) est un nombre ordinal plus large
que V.

Définition 3. Soit ¢ un nombre ordinal transfini non représentable
finiment par rapport & ¥ et tel que ¢>v. Si un polyndme fini de
¢ (t=2) peut étre représenté par un polyndéme fini de ¥, nous dirons
que ¢ est représentable presque finiment par rapport & .

Si £ est représentable finiment ou presque finiment par rapport
a 7, v,, de (3.1) est évidemment égale a nulle.

Par exemple, un nombre ordinal ¢ tel que w<¢p<w” est représent-
able finiment par rapport & o, et §=w®+w*+w® n’est pas représentable
finiment par rapport & y=w*+«? mais représentable presque finiment
par rapport & 7, puisqu’on a §*+&=y+7*+.

Or, on peut voir quelques propriétés concernant aux nombres
représentables finiment ou presque finiment.

Lemme 1. Supposons que ¢ s0it représentable finiment ou presque
finiment par rapport d Y. Alors, si la représentation de ¢ par



124 S. NaGar [Vol. 87,

rapport a ¥ est
(3.2 P=YNAP A L,
o o= >9>--->9>0,0<li<Pv (1<), 05, <Y, on a di<o.

Done, si &, 7 est la solution de I’équation (E*), nous pouvons poser
(3-3) $=771‘C1+712C2+ s 4L,

ol 0>1,>1,>--->1,>0,0<l;<n(A1=15t), 0=¢,,.,<net £, (>0) est
un nombre limite.

Lemme 2. Soit, &, 7 la solution de Uéquation (E*). Alors, dans
(8.3), st la forme nmormale de , est {,=p, ou bien {,=o™p,+o+p,
(#0=0), ¢ me peut étre représentable presque finiment par rapport d 7.

Done, seulement pour le cas oli {;=awfp,+o+ g, (0<f<ay, £1,=>0),
& peut étre représentable presque finiment par rapport & 7, et alors
pour que &, 7 satisfait & 'équation (E*) en général, il y a le

Lemme 8. Dans le lemme 1, si les formes normales de ¥ et !
respectivement sont Y= A+0, C=ofipl+o'+1) (0<Bfi<dl, $[=0),
et si Uon a =B+, af, B et &' sont les mombres ordinaux com-
mutatifs par rapport & Uaddition.

Done, sans perdre la généralité, dans le ces ol {,=w’'y,+o+p,
(0<B,<a,;, #,=0), nous pouvons supposer que B; soit commutatif a
a, par rapport & l’addition.

Nous considérons ensuite les nombres représentables presque fini-
ment. Alors, il y a le

Lemme 4. Soit & représentable presque finitment par rapport a
n. Alors, il en résulte que r'=rl+z (0<z<7) et aussi que les segments
de & (6L (1= i<1) sont tous représentables finiment par rapport d 7.

4. Dans cette section, nous expliquons quelques propriétés des
polyndmes finis relatifs a la solution de I'équation (E*). D’abord, nous
avons la

Définition 4. Entre les deux polyndmes finis F'(§)= ‘ﬁemia,. et
=1

G(p)= ‘E:ﬂ"‘bi (ot m,<m, ou bien m,=mn, et a,<b,), si 'ona -,r—":',’ize1 et
%‘—:cl (1=1<p), ou e, et ¢, sont constantes indépendants dei %, nous
di;'ons que F'(§) est similaire & G(7).

Alors, nous avons le

Lemme 5. Si F(§) est similaire & G(), il existe une solution &,
7 d’équation (E*) dont ¢ est représentable finiment par rapport a 73
et &™ia,=7y"b, (1 <1=p), et inversement.

Ensuite, nous considérons les nombres & représentables finiment
par rapport & 7 o t=2 dans (2.3'). Pour expliquer le lemme 6, nous
introduirons les

Définition 5. Si l'on a n,—n,;=e, et b;,;=c¢; L<i<p, 2=<j=<t)

pour un polynéme fini G()= ‘i;‘ {y"i1b, + 4205+ - - - +7"b,.}, nous dirons
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que G(7) est périodique et t est son période.
Définition 6. Etant donné un polyndme fini F(¢§)= ZE"“ai et un

polynéme périodique G(y)= Z{ﬂ”“bu+ - +reb,}), si F(E) est similaire
a G(n= Er"‘lbﬂ, nous dlrons que F'(§) est presque similaire & G(y).

Alors, nous avons le
Lemme 6. St & est représentable finiment par rapport d 7 et
gmg,=ytb, + .-y, (1<i<p, 2=<t), et 8t mous avons F(£)

E‘zplf""a; el G(’?)E‘Ei{?"“bu+ -« b}, F(€) devient & presque similaire
=1 =

a G(n) et il existe une solution &, 7 satisfaisant a léquation (E*).

Au contraire, équation &*+&2=9*+9""+9°+27°47°+2* n’a aucune
solution limite ¢, 7

En concernant aux nombres £ représentables presque finiment par
rapport & 7, nous le discutons plus loins.

5. Or, d’aprés les lemmes 1, 2 et 3, nous classifierons toutes les
couples de & et 7 qui satisferont généralement & (3.3), et nous choi-
sirons parmi chaque cas toutes les couples de & et 7 représentables
finiment ou presque finiment. Ainsi, nous pouvons déterminer tous
les types d’équations (E*) solvables et en méme temps les solutions
correspondantes.

(i) ¢, est fini, c’est-a-dire, {,=p,,

(ii) B,=a,, c'est-a-dire, {;=w"p;+0o+p, (2=0),

(iii) cas général, c’est-a-dire, {,;=o’'¢, 4o+, (0<B, <a,, t=0),
ot B, est commutatif & a, par rapport & 'addition (d’aprés le lemme 3).

6. Maintenant, nous considérons le cas ou {,=pg, D’aprés le
lemme 2, il concerne seulement aux couples £ et 7 représentables
finiment. Alers, nous posons
(6.1) §=n"v,+¢ (to=my),
et nous le classifierons en trois sous-cas suivants:

(i) é=7w+9%+---(l.<l,;—1, ou l,=l,—1 et {;=o’pu+---
(B<ay), c’est-a-dire, e+7'v,=7"y,,

(i) é=y'w,+7*! (0*¢'+6')+- -, c’est-a-dire, {, est un nombre
limite,

(iii) e=rw, 47! (0™p”’+0"+p)+ -+, clest-a-dire, {, est un
nombre isolé.

Considérons d’abord le sous-cas (i). Pour que & est représentable
finiment par rapport 3 7, il faut et il suffit que & est développable
comme suit
(6.2) =7 +7+ - - - +7',

o t=1, l,_,>1, (2=<1=<t) pour m et a arbitraires. Donc, nous avons

(6.3) ‘2_: §Ma,= é [, oGPy, Gy ),
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ou t(=Zl), m;(m, ,>m;(2=<j=<p)) et a,(1=1=p) sont arbitraires.

Par suite, en revoyant (6.3) comme I'équation (E*), nous avons la
Proposition H,. St Uéquation (E*) remplit les conditions suivantes:
(H)) F(&) est similaire & G(y) et e, ¢, sont les nombres naturels,

on st e;=1, ¢,=2, ou bien F(£) est presque similaire a G(3) et e, c,

sont les nombres naturels tels que 2=t =<e, et ¢,<e, elle a au moins

des solutions &, 7 satisfa'isant aux conditions suivantes:

b2+ . fym —-(”1 n,)bt,

DL _ (ny—nyg)

(B e=rm g

o 1§t§%—, %’1—>n,—n, et 7 est un mombre limite et arbitraire.
1

Puis, pour le sous-cas (ii), pour que ¢ est représentable finiment
par rapport a 7, il faut et il suffit que & est développable comme suit
(6.4) =7ty o™y +0) 47w+ - - -+,
ou p'<, t=1, ,<1,—2, I,_,>1, (83=Zi=t) pour m arbitraire et a tel
que ¢'a=2,y (done v'<a). De méme que le sous-cas (i), nous avons la

Proposition H,. Si ’égquation (E*) remplit les conditions suivantes:

H)) F(€) est similaire & G(y), e, est un nombre naturel et ¢, (>1)
est un mombre fractionnaire, ou bien F(E) est presque similaire d
G(n), e, est un nombre naturel tel que 2=t =<e,—1, ¢,=>2 et ¢,<e,, et
¢, (>1) est un nombre fractionnaire, elle a au moins des solutions
&, 7 satisfaisant aux conditions suivantes:

(H;’) E=777':’|: 1_'_”7,,, (malﬂ +5)+7m —(n1—ng) + ‘|‘7]'” 2y m)b"

on 1<t< -1, T4 —1 entraine t= 1, n,—n,=2, ﬁ>nl—n, ety
m m, m,

4
est un nombre limite et arbitraire sauf A, qui satisfait a *';i— b _[b ]

1 @ a,

Enfin, pour le sous-cas (iii), pour que ¢ est représentable finiment
par rapport a 7, il faut et il suffit que ¢ est développable comme suit
(6.5) E=n"p, + 7 (0" +0+v,) + v+ - - - 7y,
ol t=2, p'<2y, p=v, l,=1,—1, l,_,>1,(8<1=t), pour m arbitraire
et a tel que ¢”’a=2y"” (done v’ <a). Par suite, nous avons la

Proposition H,. Si U’équation (E*) remplit les conditions suivantes:

(Hf) F(&) est presque similaire & G(7), e, est un nombre naturel
tel que 2<t=<e,, e,=1 et ¢,<e,, et c,(>1) est un nombre fractionnaire,
elle a au moins des solutions &, 7 satisfaisant aux conditions suivantes:

(H;l 5_:77,',:‘[ ]+1]m —(my— n:)( ““u +5—|—b2)+0m— (n,-n.)ba

+-- +77"‘ Ty,

ty
ou 2§t§—"ﬁ-, n—mn,=1, —->nl—n, et 7 est un mombre limite et
m, m

1 4
b b
arbitraire sauf 2, qui satisfait d ’;—T=—‘—-[E‘l] .



