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Dans sa note, M.W. Sierpifiski a ddmontrd qu’il n’existe aucune
solution pour l’4quation (A) --@+1 sur les nombres ordinaux trans-
finis et @, et en gdndralisant ce rdsultat, M. S. wierczkowski a
ddmontr4 la mme propridt pour rdqtion (B) ’=@’+q, o5 et
sont les nombres ordinaux isolds qui sont plus large que 1, et q est
un nombre naturel,s

En gdndralisant l’dquation (A), nous discuterons les solutions
d’dquations telles qu’on air
( E ) a+’a+ +aWa+=’b+’b+. +b+b+,
o5 p, q; m, a (1 i p); n et b (1 q) sont les hombres turels
tels que m_ >m (2 i p) et n_x>n (2 q), et a+, b+ sont
les nombres finis. 0r, sans perdre la gnralit, nous pouvons supposer
que soit plus large que @. Alors, on peut distinguer les quatre cas
suivant que , @ sont les nombres limites ou bien isols. Or, si
est isol, nous avons

a+’a+ +a+a+(’a+’-+ +’

+... +)+(a+ +
o =+, est limite et est naturel.

Le but de eette note est de d6terminer tousles tys de l’6qua-
tion (E) solvable et ses solutions eorrespondantes pour le s fonda-
mental o les solutions de l’6quation (E) sont les hombres timites.

Or, la m6thode de MM. Sierpifiski et wierezkowski employee dans
les consid6rations des 6quations (A) et (B) est de eomparer les deux
c6t6s de l’6quation donn6e, en utilisant les formes normales de et
@. Mais, elle est ineonveble pour traiter g6n6ralement, l’6quation
(E), puisque la relation entre et @ n’est s pr6cis6e. Donc, en
d6finisnt les polyn6mes finis des hombres ordiux transfinis dans la
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section 2, nous rechercherons les solutions de l’6quation (E) au point
de vue de trouver les conditions pour l’4galit de deux polynSmes
finis de et @.

Maintenant, posons

G()’b+"b+ +’,b,.
Alors, pour que l’4quation (E) a la solution de nombres limites
et =, il faut et il suffit qu’elle remplit a+--bq. et
(E*) F()--G().
Donc, nous traiterons dsormais surtout sur l’quation (E*) ur les
hombres limites et .

1. Posons tout d’ard les notations utilises dans la suite.
a"), , a’Les lettres minscules latines en g4n4ral, a, a, etc.,

2, p, r et , ’), , etc. signifient les nombres ordinaux positifs et
finis autant que nous n’indiquons en particulier. Les lettres grecques
except4 , 2, p, r, et a, , a’ etc. signifient les nombres ordinaux
trannis, et les nombres limites, particuliers tels que

Ensuite, les formes normales de et resctivement sont
(1.1) --of+r, oh r=r2+.-.+r’,,
(1.2) =’2+, oh
et ()=ofq+’+++...+’ (1 i<r).

n4ralement, la repr4ntation de par rapport R est
(1.3) =’,+s, o =’,+...+’,+,+,,
oh 8>82>...>8>0,0<<(1it), 0+,< et +(>0)
est un nombre limite.

Puis, la forme normale de est

et encore celles de a et fl resctivement sont a--wd+p,

+’ (=r’).
2. D’aprs (1.1) et (1.2), on a

(2.1) a=w’a+r-’r=wr,aWwr,-)+r22+...
(r’ termes)

(2.2) "b=’2b+eo’-=,2b+of,-’+’22+
(r termes).

Donc, en remplant les deux c6t4s de l’quation (E*) r ces formules,
on voit que les deux s suivants au plus sont seulement possible
pour les solutions d’4quation (E*)" (i) r’--tr (tl) et (ii) r’=vz, r

uz, (v, u)= 1 et u> 1.
Dans le cas (i), on a

(2.3) ,a,= b,_,+,+ b,_,+,+
Si >1, nous posons (i--I)$Wj=ij et nous erivons simplement
(2.3’) t’a,=v"’b+V"’b+ +V""b, (1 i p),
o n>n,z (i<i’) et n,>nz (<f). Alors, nous avons
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(2.4) F()= ,,a,

+. +,,b,} (t>l).
Dans le cas (ii), crivons simplement comme precedent

(2.5) f,()-g,() (1 < i g t),
o f,()=_,la,,+,a,+... +,-a,. (1 < i < ),

Alors, nous avons

(2.6) r()=_ ,f,(), G()---- . g,().

tivement (2.3) ou (2.3’) ou bien (2.5), il est vident que l’qua-
tion (E*) correspondant respectivement (2.4) ou bien (2.6) est
solvable et , 2 est sa solution.

3. En correspondant aux deux cas des solutions de l’quation
(E*), nous introduirons les dfinitions suivantes.

Dfinition 1. Soit un hombre ordinal et transfini. Alors, nous
dirons que

oh t, l et r (lit) sont naturels, l_>l (2it)et r/ est fini,
est un polynSme fini de .

Dfinition 2. Pour les hombres naturels m et a, et un hombre
ordinal et transfini, nous dirons qu’un nombre ordinal transfini dont
a peut tre reprisent par un polynSme fini de , est representable

finiment par rapport .
D’aprs cette difinition, () est un hombre ordinal plus large

que .
Difinition 3. Soit (p un nombre ordinal transfini non reprisentable

finiment par rapport et tel que >. Si un polynSme fini de
(t :>2) peut 6tre reprisenti par un polynSme fini de , nous dirons

que est representable presque finiment par rapport k .
Si est reprisentable finiment ou presque finiment par rapport

b. 7, r/l de (3.1) est ividemment !gale nulle.
Par exemple, un nombre ordinal p tel que w< <w" est reprO!sent-

able finiment par rapport w, et -+o+ n’est pas representable
finiment par rapport ]__w+o2, mais reprisentable presque finiment
par rapport 2, puisqu’on a --2+22+2.

Or, on peut voir quelques propriitis concernant aux nombres
reprisentables finiment ou presque finiment.

Lemme 1. Supposons que soit representable finiment ou presque
finiment par rapport . Alors, si la representation de par
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(8.2) =,’;+,’’+...
o>>... >o>0, 0<<+(lit), 0+,<, o a <.
ne, si , es la solution de l’6uaion (*), nous ouvons oser

(3.3) =z,,+r+. +o,tt+t+,
o >/,>/>... >/>0, 0<{<(l{t), 0{+,< et +,(>0) est
un nombre limite.

Lemme 2. Soit, , la soltio de l’dq=at{o (E*). Aloes, das
(3.3), si la forme normale de eat
(go 0), ne peut tre repr$sentle presque finiment par rapport

Doric, seulement pour le cas oh --’g+a+go
peut fitre repr6sentable presque finiment par rapport , et alors

pour que , satisfait l’6quation (E*) en g6n6ral, il y ale
Lemme 3. Dans le lemme 1, si les formes normales de

respectivement sont :+5’, =’+a’+ (0<fl<a, g0),
et si l’on a a=fl+’, a, fl et ’ sont les hombres ordinaux com-

mutatifs par rapport l’addition.
Donc, ns perdre la g6n6ralit6, darts le ces oh

(0<fl<a, g00), nous pouvons supposer que

a par rapport h l’addition.
Nous consid6rons ensuite les hombres repr6sentables presque fini-

ment. Alors, il y a le
Lemme 4. Soit repr$sentable presque finiment par rapport. Alors, il en rdsulte que r’-rlWx (0<x<r) et asi que les segments

de , () (1 i l) sont tous reprsentables finiment par rapport

4. Darts cette section, nous expliquons quelques propri6t6s des
polynSmes finis relatifs la solution de l’6quation (E*). D’ard, nous
avons la

D6finition 4. Entre les deux polynSmes finis F()’a et
#=1

G(#) #=b (o m<n ou bien m-n et a<b), si l’on a =e et
#=I

b --c (1 ip), o e et c sont constantes ind6pendants de i, nous
at
dirons que F() est similaire G(#).

Alors, nous avons le
Lemme 5. Si F() est similaire

d’qtion (E*) dont est reprdsentle finiment par raprt
et ’a-#=b (1 i p), et inversement.

Ensuite, nous consid6rons les hombres # repr6sentables finiment

r rapport h o t 2 dans (2.8’). Pour expliquer le lemme 6, nous
intruirons les

D6finition 5. Si l’on a n--n=e et b=e (lip, 2jt)

pour un polyn6me fini G() [#=,b,+#=,b,+... +#,,b,,}, no dirons
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que G(]) est p$riodique et t est son p$riode.

D!finition 6. Etant donni un polyn6me fini F()]a et un

polynSme riique G() {’,b,+... +’,,b,}, si F() est similaire

G() ,,b,, nous dirons que F() est presque similaire G().

Alors, nous avons le
Lemme 6. Si est repr$sentle finiment r rapport et

,a, et G(){’,b,+... T’,b,}, F() devient presque similaire
=1 =1

G() e il eziste une solution , satisfaisan l’ion (E*).
Au contraire, l’quation +=++9+++ n’a aucune

solution limite
En concernant aux nombres repr4senbles presque finiment par

raprt , nous le discutons plus loins.
5. Or, d’aprs les lemmes 1, 2 et 3, nous classifierons toutes les

couples de et qui satisferont gnralement (3.3), et nous choi-
sirons rmi chaque s routes l couples de et reprsentables
finiment ou presque finiment. Ainsi, nous uvons dterminer tous
les tys d’quations (E*) solvables et en mme temps les solutions
corresndantes.

(i) est fini, c’est--dire, -P0,
(ii) x=ffl, c’est--dire, x=’px+a+p0 {po0),
(iii)

oh 1 est eommutif a par rappo l’addition (d’aprs le lemme 3).
6. Maintenant, nous eonsid4rons le s oh Cx--Po. D’aprs le

lemme 2, il eoncerne seulement aux couples $ et reprsentables
finiment. Alors, nous sons

et nous le classifierons en trois sous-s suivants:
( ) -- ’r, +% +.-- (l < l--1, ou l--l,--1 et =+-..
(ii) =’r+- ("p’+a’)+..., c’est-bire, est un hombre

limit,
(iii) =r+’-I (.,p,,+a,,+p,)+..., c’est-ire, 2 est un

hombre isol.
Consid6rons d’ard le sous-s (i). Pour que est representable

finiment r raprt b , il faut et il suffit que est d6ve!opb]e
comme suit
(6.2)
oh t 1, l_ >l (2 i t) pour met a arbitraires. Donc, nous avons

(6.3) = =
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oh t(/), m(m_>m(2p)) et a(l_i_p) sont arbitraires.
Par suite, en revoyant (6.3) comme l’quation (E*), nous avons la

Proposition H. Si l’$quation (E*) remplit les conditions suivantes:
(H) F() est similaire G() et e. c sont les nores naturels.

si e=l.
sont les nbres naturels tels que 2 t e et et < e. elle a au moins
des solutions . satisfaisant aux conditions suivantes:

lt n, n >n--nt et est un hombre limite et arbitraire.

Puis, pour le sous-s (ii), pour que est representable finiment
par rapport , il faut et il suffit que $ est dveloppable comme suit
(6.4)
oh ’<, t 1, l l-- 2, l_>l (3 i t) pour m arbitraire et a tel
que ’a--2’ (donc ,’<a). De mme que le sous-cas (i), nous avons la

Proposition H. Si l’$quation (E*) remplit les conditions suivantes:
(H) F() est similaire G(), e, est un hombre naturel et c (> 1)

est un nombre fractionnaire, ou bien F() est presque similaire
G(), e est un hombre naturel tel que 2 t e--l, e22 et et< e, et
c (>1)est un hombre fractionnaire, elle a au moins des solutions, satisfaisant aux conditions suivantes:

o 1

est un hombre limite et arbitraire sauf

Enfin, pour le sous-s (iii), pour que $ est representable finiment
par rapport , il faut et il sut que $ est dveloppable comme suit
(6.5)
oh t2, g"<2, =, l--l--l, l_ >l,(3i<t), pour m arbitraire
et a tel que g"a=2" (donc "<a). Par suite, nous avons la

Proposition Ha. Si ’$quation (E*) remplit les conditions suivantes:
H() F() est presque similaire G(), e est un hombre naturel

tel que 2 t e, e-- 1 et et e, et c(>1) est un hombre fractionnaire,
elle a au moins des solutions , satisfaisant aux conditions suivantes:

2t n, n--n2--1, n >n--nt et est un hombre limite et


