
No. 5] 213

47. Une Nouvelle M.thode pour Considrer la Sdrie
comme une Intgrale. I

Par Hatsuo OKANO
Universit4 d’0saka

(Comm. by K. KUNUGI, M.Z.A., May 12, 1962)

ttant donne une suite a: a0, al, a.,..., dfinissons une fonction
f(x) parf(x)-a, pour m<_x<m+l (m-O, 1,2,...). Alors, pour que

la fonction f(x) soit sommable, il faut et il suffit que la srie ]a
m----0

converge (convergence absolue).
Dans la presente Note, nous allons montrer que la srie conver-

gente (convergence conditionelle) a se caractrise par l’intgrabi-
--0

lit (E. R.) de la fonction f(x) et sa somme est donne par l’intgrale

)ffa((E. R.): am--(E.R, x)dx.
--0

1.) Soit R un espace muni d’un systme de voisinages. On dit
que R est un espace rang si tout nombre rel >0 correspond une
famille de voisinages . Une suite monotone dcroissante de voisi-
nages

Vo(o)V()_... _v(.)
sera dire fondamentale ou de Cauchy s’il existe une suite de nombres
rels z qui tend vers 0 et telle que chaque v(p) appartient la
famille 3.

Or, dsignons par M l’espace vectoriel des fonctions relles finies
f(x) d’une variable relle (-x) et mesurables (non pas nce-
ssairement bornes), identifiant deux fonctions qui sont gales presque
partout, la topologie tant dfinie comme il suit:

Le systme de voisinages de la fonction feM est dfini par les
ensembles V(s, A; f) (e un nombre rel > 0, A un ensemble mesurable)

g eM telles quefl f(x) g(x) dx

_ .de toutes les fonctions
A

Prenons pour la famille la totalit des voisinages V(z, A; f)
jouissant de deux conditions suivantes"

(F1) ,(C(A)))_z.

1) Voir H. 0kano: Sur une g4ndralisation de l’intgrale (E.R.) et un th,orme
g4ndral de l’intgration par parties, i parattre.

2) vest une mesure fixe, ddfinie et finie sur (-, c), satisfaisant i deux condi-
tions suivantes:

1") Tout ensemble mesurable pour la mesure lebesguienne est mesurable pour
2*) Mes(A)-’O si et seulement si (A)--O.

C(A) ddsigne le compldment de A.
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(F.) Pour tout ensemble B tel que ,(B)<_,(C(A)), on a

f( )l
B

Alors, nous pouvons dmontrer le
Thorme 1. Soit v--(V(e,A;f)) une suite de Cauchy; alors,

l’intersection ] V(, A;f) contient une et une seule fonction fM
et les f(x) convergent vers f(x) presque partout, f est dsigne par

J(v).
Nous allons maintenant munir M d’une notion de limite. Nous

dirons qu’une suite de Cauchy v-(V(e,,A;f,))converge vers une
fonction feM si d’une part il existe un nombre rel k jouissant de
l’ingalit

(P*) k,(C(A/.)) >_ ,(C(A))
pour tout n, si d’autre part on a J(v)-f.

K) dsigne l’adhrence de l’espace L de toutes les fonctions
sommables: K est l’ensemble de toutes les fonctions feM telles qu’il
existe au moins une suite de Cauchy (V(sn, A;f)) qui converge vers

fet telle que chacune des f soit sommable. Etant donne fe K, (R)(f)
dsigne la totalit de telles suites de Cauchy. Alors, nous pouvons
dmontrer le

Thorme 2. Soit feK. Si (V(sn, A;f))(R)(f) et (V(ri,B; g))
e(R)(f), on a

lim x x--lim g x x,

lim f,(x)dx-.lim g,(x)dx.

D’ot on eut dsigner ees valeurs limites par I(f) et _/(f) res-
pectivement.

Soit A un ensemble mesurable. Si f eK, sa restrictionf sur A
appartient galement / K. Au cas oh I(f)=_I(f), 6crirons

I-(f)--I_(f)--(E. R.)ff(x)dx.
A

Si l’on a -- I(f,)=I_(f) oo, la fonction f(x) sera dite intgrable
(E.R.) sur A.

2. Passons l’tude de la relation entre la srie et l’intggrale
(E.R.), prenant pour , une mesure dfinie par

f
A

oh g(x)--2 pour m_lx]m+l (m--0,1, 2,. .).
D’abord, supposons qu’une suite a. converge vers 0. Posons

3) K, I(f) et /(f) d4pendent de la mesure .
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s*--max (2 -n, lan[, 2-11an_1[, 2-n a0 [),
n--SUp $*,

An--(--,n+l),

f(x)-- (fx) pour x An,
pour xA.

Alors, v--(V(,A;f)) est une suite de Cauchy qui converge versf.
De plus, chacune des f(x) est sommable. Donc, f appartient K.

Inversement, supposons qu’une suite de Cauchy (V(e,A;f,))
converge vers f(f e L). Et, supposons, par impossible, qu’il existe
un nombre rel z>0 et une suite d’entiers m(0)m(1).., telle qu’on
air a()e pour tout i.

Dsignons par I l’intervalle [m(i),m(i)+l et posons l--max
Mes (I, (A--An_ )).

PremiSrement, considrons le cas off il existe une suite d’entiers
i(1)i(2) telle que 1,()2- pour tout j. Remarqons, d’abord,
que, dans (P*), nous pouvons prendre pour k un entier 2.

0r, il existe, pour tout j, un entier n(j) tel que

(An()--A()-)).
Puisque u(C(A()_))2-()-+(C(A())), d’aprgs (P*), on a

2(k--1)(C(A(.)))2 2-()--(I()); donc

An(j)

D’autre part, on a

(2) f [f()(x)--f(x) dxN
An(j) nIi(j)

(1) et (2) entrainent

<(2(-)+)e().
2-

Puisque lira n(j)--, on a lim e()--0. C’est une contradiction.

DeuxiSmement, considSrons le cas off il existe une suite d’entier
i(1)i(2)<.., telle que l)2- pour tout j. Dans ce cas, il existe,

pour tout j, un entier n(j) tel que <Mes(I()A())< 3
4- -"

Soit B l’ensemble tel que B[)An) et que Mes(B)--14"
Alors, on a ,(Bj)g,(C(A))); donc,

D’autre part, on a

B
Donc, on a
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Puisque lira e(j)--0, c’est une contradiction.

Par consequent, en vertu du Thorme 2, on a
Thorme 3. Pour que la fonction f(x) soit intSgrable (E.R.),

il faut et il sut que la srie a converge. Dans ce cas, on a, de

plus, a-- x)dx.
m=O


