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150. Sur la R$duction Modulo de Certains Ensembles
Algbriques

Par Akiko YOSHIOKA
Osaka Prefectural University

(Comm. by K. SHODA, M.Z.A., Nov. 12, 1962)

1. D’aprs C. Chevalley, on se propose un problme suivant:
Soit k un corps muni d’une famille de valuations discrtes v. Soient
U, V des varits algbriques dfinies sur k et f une application ration-
nelle partout dfinie de U dans V. Dsignons par Ae, e un entier
arbitraire, l’ensemble des points (y) de V tels que f-l(y) soit de co-

dimension =e dans U. Soient U’, V’, f" les lments obtenus
de U, V, f par la rduction modulo p, oh p est l’idal correspondant

v; alors, pour presque tout , l’ensemble des points (]) tels que

v’-1(]) soit de codimension e dans -’, rsulte-il de l’ensemble Ae
par la rduction modulo ?

Nous allons tudier sur cette question dont le rsultat affirmatif
sera utilis dans la thorie des groupes algbriques.

2. Soient k un corps muni d’une valuation discrete et o son
anneau de valuation. Dsignons par p l’idal maximal de o et par
le corps des restes 0/p. Nous fixons le corps ] et l’anneau de valua-
tion o. Soient 9,/2 les corps universels sur k, , respectivement une
lois pour toutes. Par ensemble algbrique ou varietY, on entend dans
ce travail un ensemble algbrique affine ou varit affine dans 2 ou 2.

Etant donn un ensemble algbrique U dfini sur k, on peut

dfinir l’ensemble algbrique U dfini sur , obtenu de U par la rduc-
tion modulo p, au sens de G. Shimura 2. Dans ce qui suit, on com-

prend la spcialisation, notre (x)-($), ou la rduction toujours au

sens ci-dessus. Et nous dsignons souvent par E, (), etc., les
lments obtenus par la rduction modulo p d’un ensemble E, d’un
point (), d’un ideal dans oX etc. Pour viter la confusion,
l’adhrence d’une partie E d’un ensemble algbrique U sera notre par

E. D’aprs le thorme des zros, on obtient immdiatement le lemme
suivant"

Lemme 1. Soit E une partie d’un ensemble algbrique U dfini
sur k, qui est une runion d’un nombre fini de ses parties irrductibles

E1,’.’,E de U. Alors, on a E--E.
Pour un ensemble algbrique U, on sait que la o-algbre affine

de U, c’est-/-dire, l’anneau des fonctions polynSmes sur U coefficients
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dans est homomorphe sur la -algbre affine de U et que cet homo-
morphisme est une prolongation de l’homomorphisme 0 de sur. Pour les varits U, U, cet homomorphisme peut tre prolong en

une place ’ de k(U) dans {(U), o}. Si une fonction rationnelle

de (U) est dfinie en un point ($) dans U, alors toutes les fonctions
rationnelles u telles que ’(u)- sont dfinies en tous les points ()
dans U tels que (x)--> ().

Soent U, V des varts algbriques dfinies sur k et f une
application rationnelle de U dans V dfinie sur k. Pour la simplicitY,

on suppose dornavant dans ce travail que U, V soient aussi les
varits algbriques dfinies sur et que f soit partout dfinie sur U.
Soient P, Q, P, Q les algbres affines de U, V, U, V, respectivement.
Pour un point (, f()) dans le graphe/ de f, considrons une spciali-
sation (,f()).>(, ]). Comme (,f(x))-(, ) entrane toujours

(f(x)) A> (]), on a ($), (])e . Dsignons par l’ensemble des points

() dans tels que (,f())-($, ]) pour tout point (x,f(x)) de /.

Pour un point () dans , supposons qu’il existe deux points (]),
dans tels que (,f())A>($, ]), (,,f(,))_($, ],). A tout lment

de Q, correspond au moins un lment v de Q, et v correspond par
le cohomomorphsme de f un lment u de P tel que u est une
fonction prolonge par vof. En consequence, les relations u()-v(f(x)),
u(x’)--v(f(’)) donnent ()-(]), ()-(]’). Comme on a

pour tout eQ, on a ncessairement (])-(]’). Donc, tout point ()
de , on peut faire correspondre un seul point (]) dans V tel que

(,f(x))-($,]). Lorsque l’on dsigne par f cette correspondance:

f()-(), on peut vrifier facilement que f est une application ration-

nelle de U dans V, dfinie sur , ayant le domane de dfiniton

Cette application f est appele l’applicaion rationnelle obtenue de f
par la r$duction modulo p.

Remarque. Soient U, V, f et f comme en haut; soient , les
cohomomorphismes de f, f et , les homomorphismes de P, Q sur

P, Q respectivement. Alors, on obtient facilement que

et on peut appeler le cohomomorphisme obtenu de par la rduc-
tion modulo p.

Lemme Z. Soient U, V deux varits dfinies sur k et soit f une
application rationnelle de U dans V, dfinie sur k. Pour une partie

quelconque E de U telle que E est contenu dans le domane de dfini-

tion de f, on a alors f(E)--f(E).
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Pour la dmonstration, on utilise les propri6ts de f et de la
sp6cialisation prolong6e.

Lemme 3. Soit E une partie d’un ensemble alg6brique U d6fini
sur k, qui est une r6union d’un hombre fini de ses parties irr6ductibles

E,,..., E de U. Alors, on a dim E>=dim E.
Par la d6finition de la dimension, i.1 suffit de montrer le lemme

dans le cas oh E est une partie irr6ductible et ferm6e. Soit ’ une

composante irr6ductible de E telle qu’on a dimE=dim. On a
alors une place ’ de k(E) dans {(’), }. Soient ,,..., des 616ments
de () alg6briquement ind6pendants sur , et soient u,,..., u leurs
images r6ciproques par ’. Supposons qu’on ait A(u,,. ., u)- O, pour
un polyn6me A coefficients dans . Dans le cas oh un au moins
des coefficients de A n’appartient pas , par l’application ’ on a

A(,,...,)-0. Mais, dans le cas contraire, comme l’id6al maximal
est principal" p-p (cf. [4, p. 31, Th. 5), on a un polynSme A’ tel

que A-pA pour un entier convenable N, et qu’un au moins de ses
coefficients n’appartient pas p. Ainsi, A’(u,..., u)--O implique

A’(,,..., )-0. Doric, en tout cas, le polynSme A ou A’ donne une
relation alg6briquement d6pendante sur parmi ,,..., .

Lemme 4. Si E est une partie irr6ductible d’un ensemble alg6-

brique U d6fini sur k, alors E est 6quidimensionnel et dimE=dimE."
D’apr6s la d6finition de la dimension et le lemme 1, on peut

supposer que E soit une sous-vari6t6 de U. I1 s’agit de montrer que

dimE--dim pour route composante irr6ductible ’ de E.
La d6monstration peut 6tre esquiss6e comme suivant: Soit ’ une

composante irr6ductible arbitraire de E et soient P, Q les alg6bres
affines de E, ’. D’apr6s le lemme de normalisation, il existe des

616ments ,,..., dans Q, alg6briquement ind6pendants par rapport. , tels que Q est entier sur [,,..., et que 6 est le degr6 de

transcendance de Q sur . Posons successivement" ((u)-, 1=<i__< 6,
P=[u,,. ., u; w,,. ., w, (w)-, 1<=i <= r, (u)-(u,,. ., u), (w)
=(w,..., w), ()-(,,..., ), (@)-,,..., ). C’est facile voir

que Q-_,. Ainsi, on peut consid6rer la correspondance (u,w)
->(, ) comme une sp6cialisation finie sur . On montre ensuite que

(@) est une sp$cialisation isole de (w) sur (u)A>(), autrement dit
que si on a (u, w)-+(u, w)-(, ) on a aussi (, w)(u, (o). Supposons
qu’on a des homomorphismes a,, [u, w -+"’ [, w_ --> [,, avec
les noyaux , l de , . Supposons qu’on ait [[ [0}. L’image
r6ciproque de l par , contient strictement 9)l. Soient ’, ’ les

1) Ce lemma correspond la proposition 19 dans [2J, p. 148.
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images r6ciproques de , 72 par l’homomorphisme de o[X] sur o[u, w].
Alors on a ’_.’#(E) et #(’)--’-]’#(E). De ces faits, on

dduit que p(’)-’#(E) et que ’ est un ideal premier dans
[X]. C’est contradictoire au fait que :(’) est un ideal premier

minimal qui contient #(E).)

Les conditions que (u, w)-(, ) est une spcialisation finie et
que (w)->()est isole sur (u)A>() donnent que dim,()(,)
>= dim)k(u, w), ([1], p. 65, Prop. 13; [2], p. 146, Th. 6). Comme on a
dim<)(Y,)-0, on a done dim..k(u, w)-O. Comme (u) -(u,. ., u)
sont alg.briquement indpendants sur k, on a dimk(u,w)-a
=dim,(, ). Donc, on a montr que dimE-dim, pour toutes les
composantes irrductibles ’ de E, et par suite que dimE=dim,E.

ThSorme 1. Soit E une partie d’un ensemble algbrique U dfini
sur k, qui est une runion d’un nombre fini de ses parties irrduc-

tibles de U. Alors, on a dimE=dimE.
La dmonstration repose sur le lemme 3 et le lemme 4.
3. Soient U, V deux varits algbriques dfinies sur k et soit

f une application rationelle de U dans V. On suppose toujours que

U, V soient des varits dfinies sur et que f soit partout dfinie.
Pour tout entier e_>_0, dsignons par A l’ensemble des points (y)de
V tels que f-(y) soit non vide et de codimension __<e dans U, et par

B l’ensemble des points (x) de U tels qu’il existe au moins une
composante irrductible de f-(f(x)), qui contient (x) et qui est de
codimension __<e dans U. Alors, d’aprSs une partie / la fin de la
dmonstration du thorSme 2, [3], p. 106, on a le lemme suivant.

Lemme 5. On a f(B)-Ae pour tout e.
Soit k un corps muni d’une famille infinie de valuations discrStes

Ivy}. Nous dsignons par , p, l’anneau de valuation, l’idal maxi-
real, le corps des restes, pour chaque v. Soient 9, /2 des corps

universels sur k, . Nous dsignons par U), V), f(" etc. les lments
correspondants obtenus de U, V, .f etc. par la rduction modulo .
Pour la simplicitY, on suppose dornavant que f()soit partout dfini
sur U). De plus, on suppose que la famille {v} suffit la condition
(I) posse par G. Shimura dans [2]" tout lment non nul de k est
O,-unit pour presque tout 2.

Th$orme 2. U, V, f sont toujours les mSmes. Soit l’ensemble
des points (V) de ) tels que f()-(r;) soit non vide et de codimension

=<e dans U *), pour e un entier arbitraire. Alors l’ensemble ?;
s’identifie / 16.nsemble A obtenu de A par la rduction modulo ,

2) Pour un sous-ensemble M, (M) dsigne l’idgal associ h M,
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pour presque tout .
Montrons d’abord que .IA pour presque tout 2. Prenons

un point arbitraire (]) de :. I1 existe alors une composante ir-

rductible de -() telle que codim=codimf-()<=e. Soit

($) un point g6n6rique de @ sur ’dim($)--dim.@. Comme ($)
appartient j=()-’(;), on a f()($)-(]). Alors, il existe un point (x)
dans U tel que (x,f(x))--+($,()($)). Quand on pose f(x)-(y),
il existe une composante irr6ductible C de f-(y)contenant (x).
La sp6cialisation (x, f(x))-+ ($, f)($)) entraine (x)-+ ($) et en
cons6quence dim(x)>=dim($), d’apr6s le lemme 3. Comme on a

f -’(y) C(x), on a dimf-(y) >= dimC >= dim(x) >= dim($)
=dimg-dimf(-(W). D’autre part, d’apr6s le th6or6me 1, on a

dimU-dimU( pour presque tout 2. En cons6quence, on a

codimf -’(y) dimU-- dimf-’(y) <= dimU(- dim)-(W)-co-
dimf-()-(W)<=e. On a f-’(y)(x) et donc on a (y)eA. Comme on

a (y)-+(;) on a (;)efi) et par suite Ifi-
Montrons ensuite que A)}i pour presque tout 2. I1 s’agit de

montrer que B) pour presque tout 2, off est l’ensemble
des points ($) de U) tels qu’il existe au moins une composante

irr6ductible de j)-’{f()($)}, qui contient ($) et qui est de codimension

=<e dans U(). Si l’on a B), d’apr6s le lemme 2 et le lemme

5, on a A)--f(B)(--f-()(B-(e))f-()(3)--?I, pour presque tout

Prenons un 616ment arbitraire ({) de B). I1 existe alors un

616ment (z) dans B tel que (z)->({), et (z) appartient a une au
moins des composantes irr6ductibles de f-(f(z)), soit C, qui est de

codimension __<e dans U. Soit @ une composante irr6ductible de C
qui contient ({). Pour tout 16ment ($, $) de xg, comme on a

x C)XC)-C xC()f(z)) x f-(f -’(f(z))(, il existe un 616-

ment (x, x’) dans CxC tel que (x, x)-->($, $) et que f(x)-f(z),
f(x)-f(z). Comme @ est irr6ductible, f()(@) l’est aussi. Pour
tout 616ment ( de l’alg6bre affine de f()(@), il existe des 616ments
correspondants (), v, u dans les alg6bres affines de @, f(C), C, comme

on a 6crit dans la d6finition de f(. Par les sp6cialisations (x, f(x))
---> ($, ](($)), (x’, f(x)) -+ (, ]()()), les relations u(x)=v(f(x)),
u(x)-v(f(x)) entrainent les relations

--O()(f()(’)). D’autre part, comme on a f(x)-f(x’), on a u(x)-u(x),
ce qui entraine ()($)-()() par la sp6cialisation (x, x’)-+ ($, )
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On a donc ()(f()($))--()(f()()) pour tout lment )de l’algbre

affine de f()((5), et on a f()($)-f()(). I1 en rsulte que pour tout

lment ($) dans 5, on a f()($)-f()(), c’est--dire qu’on a :
j()-(7()(5)). Alors, il existe une composante irrductible de

Y()-(f()(5)) qui contient g, ce dernier contient (5). D’aprs le

lemme 4, on a dimC-dimC)-dim <= dim et dimU

=dimU). En consequence, on a codim-dimU(--dim
<=dimU--dimC-codimC<=e. Comme on a ()-(f()),
on a (5,) et donc on a B); pour presque tout .
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