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56. Sur les acteurs de convergence des sries
de Walsh.Fourier

Par Satoru IGARI
Universit de Paris et Universit du T6hoku

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., April 13, 1964)

1. Soit 0(x) une fonction de priode 1, dont la valeur est gale
1 pour 0<:x<1/2, --1 pour 1/2=<x<1, et posons Cn(X)--0(2nX) pour

n--l, 2,.... Alors le systme des fonctions de Walsh {n(X)}n=o,l,2,...
est dfini par

oh n--z2, s--0 ou 1, est le dveloppement dyadique de n.

Soit f une fonction sommable sur (0, 1). On en dsigne le dvel-
oppement de Walsh-Fourier par

f(x) an(X), O an-- x)(x)dx,
0

et les sommes partielles de la srie de Walsh-Fourier de f par

z (x; f)-

Le but de notre tude est de dmontrer les thormes suivants,
qui avaient t noncs par R. E. A. C. Paley [2 dont le cas p-2
a t dmontr par S. Yano [3, mais, la connaissance de l’auteur,
la dmonstration du cas gn6ral n’est pas encore publie.

Thorme 1. (i) Soit fL(0,1), lpg2, alors

S,(x f o {(log n)/}
presque partout, et

sup dx A If(x) ] dx,- log n

o A est une constante indpendante de fet A=O(p--1)-.
(ii) Soit f L log+L(O, 1), alors

sup dxg B f(x)[ log f(x)]dx+C- log n

avec certaines constantes absolues B et C.
(iii) Soit f L(O, 1), alors

Sn(x f)- o (log n) presque partout.
Thorme 2. (i) Soit feL(O, 1), l<p2 et soit

(log
alors
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sup Sp,n(x f)I dx A, If(x) p dx

ot A--O(p--1) -1 est une constante inddpendante de f. En parti-
culler, pour presque tout x, (log k)-/ sont facteurs de convergence
pour la srie a(x)L.

(ii) Soit f L log L, alors

su S,,(; f)l B

vee eetaie eotae abole B
(iii) Soit f()a()L(O, 1), lo o

(log k)- ot faete ge eoveeee
Plusieurs dmonstrations des thorgmes analogues au eas trigo-

nomtrique sont eonnues. Notre mthode s’adate aussi au eas
trigonomtrique, done dans la suite on eut suoser que S(; f)
rersentent, soit les sommes artielles d’une s6rie de Walsh-Pourier,
soit eelles d’une srie de Pourier.

2. Nous donnons une esquisse de la dmonstration. Pour eom-
meneer nous nonons quelques lemmes.

o o tot >o f e deomoe: f=v+, o (i) , (ii)
=1

(v) -0, -1, ,..., (vi) il ete e ite g’itevalle i-

foe (o, o+-) o o--+-+ +-, <<...<N,
M2 et

k=l Y
La dmonstration peut s’effectuer de la mme manire que dans

S. Igari [1; Lemme 1.
Lemme 2. Soit n(x) une fonction mesurable, de priode 1,

valeurs entiers 2, choisie arbitrairement mais fixe. Soit w la
fonction construite de f d’aprs Lemme 1. Si I-(xo, Xo+2-n) est un
des intervalles dfinis dans Lemme 1, on pose I2--(Xo--2---2--,
xo+2-n+2--) et le prolonge p$riodiquement, et soit E* la r$union

des I2 ainsi dfinis. Alors on a

f w) dx A,flog

o CE*--[O, 1)--E* et A’ est une constante absolue.
La dmonstration peut se faire en modifiant celle du Lemme 2

dans S. Igari [lJ.
Du rsultat dj connu pour le cas p-2 et du Lemme 2, on
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d6duit le
Lemme 3. Si dl-dx/log n(x), ot n(x) est la fonction du Lemme

2 0’ a
A"
Y

pour tout f e L(O, 1) et pour tout y.’> O, ott A" est une constante absolue.
Si l’on applique le th6orme d’interpolation d’op6rateur dfi J.

Marcinkiewicz (v. p. ex. A. Zygmund [4; p. 112) entre l’in6galit6
connue pour p=2 et le Lemme 3, on obtient le Th6orme 1. On en
peut d6duire le Th6orme 2.

Une d6monstration d6taill6e sera donn6e dans un autre p6riodique.
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