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178. Sur une représentation de la fonction
delta de Dirac. II1

Par Shizu NAKANISHI

Université d’Osaka Préfecture
(Comm. by Kinjiré6 KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1965)

Montrerons que dans cette Note nons pouvons définir un noyau
P(x) intégrable (E.R.v) indéfiniment dérivable, sauf pour une
infinité dénombrable, de facon que les conditions suivantes sotent
remplies: quelle que soit la fonction ¢(x) continue et périodique
de période 2w, on a

o) =(B. R. )|~ P@a—y)e@)dy,”
et la dérivée d’ordre m de la fonction ¢(x) s’exprime

o™ (@) =B R.v) |*_ P -y ,
chaque fois que ¢(x) est exprimable comme une mime intégrale
(m=1,2, ---).

En particulier, on voit que, dans le cas de 0 de Dirac, on peut
localement connaitre comme la dérivée au sems ordinaire d’un
noyau la dérivée aw sens de distribution de la maniére que: pour
toute fonction ¢(x) indéfiniment dérivable dont le support est contenu
dans l'intervalle [—x, 7], on a

0™ (@)=(—1)"¢p™(0)=(E. R. v) r P ™ (x)p(x)da
en considérant la fonction ((x) égale & ¢(x) pour —mw<wx<rmw et de
période 27 a la place de ¢(x).

Prenons pour Y une mesure définie par

Y(A)= SA edg

On a d’abord le
Lemme 3. Soient @(x) une fonction bormée et périodique de
période 21, et {k;(x); j=1, 2, ---} une sutte des fonctions satisfaisant
les propriétés suivantes:
1) kix)=0 en dehors d’intervalle —w<a<m,
i) on a max|k;(x)| < max|k;.(x)] <eoo,

1) Plus précisément, il suffit que ¢(x) soit une fonction bornée (pas nécessaire-
ment continue). On a alors

p@)=(E. R.»)[~_P@—y)pw)dy
en tout point % tel que la fonction ¢(x) soit continue.
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iii) on a max|k;(x)| =o(J).
Alors, st l’on pose
K@)=k(z)+ 3, —}—{lcj(x—Z(j— 1))

Jj=2
S ke —2(—1
— i S ka2
on a

E.R.») | K@p@do=Im - 31| k@@ds .
J—e n—00 J=1J—=x
Démonstration. Posons simplement o(j) = max |k;(x)|, et soit
M un nombre positif tel que |¢(x)| <M. Désignons par A, 'intervalle
— oo <2< (2n— 1)1, et posons

K @)=h(@)+ 3 —{ko—2~Dm)

1 3 .
- LS w26 -1m)
‘7—1 =1
et ¢,=16Mp(n)/n. Puis, condidérons la suite des voisinages v=

{V(e,, A,; K,(x)p(®))}. On a d’abord v(CA4,)=1/e** ", de sorte que
la suite jouisse des propriétés (F(v)) et (P*(¥)).? On a de plus

[, | K@eta) | do<e,

pour tout ensemble B dont la mesure v(B) est inrérieure 3 v(CA,).
En effet, puisqu’alors la fonction K,(x)p(x) a son support dans
Pintervalle [ —x, 2n—1)x], il suffit de vérifier le cas ou l’ensemble
B est contenu dans ’intervalle [ —x, 2n—1)7].

Posons simplement

sl (3]
B,=Bn [(2[%} 1), @2n— 1)7:].”’

Alors, on a mes (B)<e®"-7y(CA,)=1/e"" et
mes (B,) <e™w(CA,)=1,
d’ou il s’ensuit qu’on a

[, 1 Ku@)(a) | do
<M| (1h@+ E (e—2-1m)|

2) Pour la définition, voir Hatsuo Okano: Sur une généralisation de ’intégrale
(E. R.) et un théoréme général de l'intégration par parties. J. M.S. of Japan,
430-442 (1962).

3) [a] désigne le plus grand nombre des entiers « tels que a<a.
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1 :
ot & ko= 2= D) )

<a[3 ) mes

<2Mp(n)/e"" <e,/2,
de méme, on a

S | K,(@)p(@) | do<8M mes B,o(n)/n

<8Mo(n)/n<e,/2.
Done, v est une suite de Cauchy convergeant vers K(z)p(x). De
plus, on peut voir facilement qu’on a
©o 1 n T
| B@@de=1 3| k@e@ds,

d’ol, par définition de I’intégrale (E.R.v), on a le résulta annoncé,

Ensuite, nous désignons par P(r, x) les noyaus de Poisson et par
o™(r,x), 0<r<1, les moyennes d’Abel de la dérivée d’ordre m
d’une fonction ¢(x). Alors, nous avons déja vu qu’on a

L1 P, oyplapda=(— 1 2))ums
T J—r
et
lim (¢'™(7, @))s=0=¢"(0)
r-1

pour toute fonction ¢(x) continue et périodique de période 2z, qui
est exprimable comme une m*™e intégrale (m=0,1,2, -+ <). De plus,
nous avons vu que si ’on pose
1
r(n)=1————,
() log (n+2)
on a max | P"™(r(n), 2) | = o(n) pour tout m=0,1,2, ---, Désignons

w+7r}
or 1

simplement par j(x) ’entier [

Nons avons maintenant le
Lemme 4. Désignons par P(x) une fonction définie de facon
que
Pa)=— -t PO+ 1), 9L 3 POG), @)
X)=— r(Jr s X)——— y
m(j(2)+1) (&) =
sur Uintervalle —wt<x<<oo et 0 atlleurs. Alors, on a
B, R, 9| Po@e@ids=(~1¢0)
pour toute fonction ¢(x) continue et périodique de période 2w, qui
est exprimable comme une m*™ intégrale (m=0,1,2, «-+).
Démonstration. Pour tout m, posons

4) Dans le cas ot m=0, il suffit que ¢(x) soit une fonction bornée et continue
au point =0 seulement.
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k()= P‘”"(T(J) x)

sur lintervalle —w<x<m et 0 allleurs. Puisqu’alors la suite des
fonetions {k;(x); =1, 2, - -} satisfait aux conditions i), ii), et iii) de
Lemme 3), et que la dérivée P™(x) d’ordre m de la fonection P(x)
est égale 4 la fonction K(x) définie, dans Lemme 3, pour la suite, on
a aussitot par Lemme 3

(E.R. ) Sl P (@)(w)da=Im 3, % S o) (@),

D’autre part, on a
|| k@@ir=1 " P=e(), e

=(=1)"(e"(r(5), %))a=0,
de sorte qu’on a

tim [ k(e)ptado =(~1)7m0).
J—roo —T
Done, P™(x)p(x) est intégrable (E.R.v) et on a
(E.R.v) S“’ P"(@)p(w)ds = lim %— ) S Je (@)o(@)des
—o0 n—o0 =1 J—z

=(=1)"p™(0).

Théoréme 3. Soit P(x) ume fonction définie dans Lemme 4.
Alors, on a
E.R.») |~ Pm@—pe@)iy=(E.R.») | Pm@@—ydy=¢=()
pour toute fonction ¢(x) continue et de période 21, qui est exprimable
comme une m*™ intégrale (m=0,1,2, ---).

En effet, dans Lemme 4, si ’on pose ¥ (y)=¢(®x—y), on a

(E. R.v) S_w P™(y)e(e—y)dy =¢™ ().

De plus, on a

(E. R. ) S: P™(y)e(x—y)dy
= lim r PV (y)e(er—y)dy
= lim S” PM(x—y)e(y)dy ,

ou P,(x) est la fonction aZﬁme de facon que P,(x)=P(x) sur ’intervalle
—n<e<(@n—1)r et 0 ailleurs. D’autre part, on voit que P™(x—y)¢(y)
est intégrable (E.R.v) et on a

(E.R.v) r P™(x—y)p(y)dy = lim r PM(x—y)p(y)dy.”
Done, on obtient le résulta voulu.

5) Pour le voir, il suffit de prendre la suite des voisinages
v={V(An, en, P\ (@—1)p®))}
tels que A, soit l'intervalle [ —2n—1)r+2, ») et ¢,=16M maxl Pi™(z)|/m.



