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247. Sur les convergences dans U’espace rangé. 11

Par Yukio YosHIDA
Université d’Osaka

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1966)

Continuant la note précédente [67, nous allons étudier les con-
vergences dans les espaces rangés:" sur les conditions pour que la
limite simple coincide avec la limite propre ou avec la limite ordinaire
et sur les para-convergences.”

Dans cette note, supposons que R 8oit un espace rangé satisfaisant
aux conditions (A) et (B) de M. Hausdorff et ayant ’indicateur w.®

§ 2. Espace quasi-séparément rangé (continué). Si R est
quasi-séparément rangé, alors pour chaque suite {x,|0<a<w} des
points de R, {limx,} consiste en un point au plus.* La réciproque
de cette assertiaon est aussi exacte. Donc nous avons:

Proposition 10. Pour que de chaque suite {x,|0<a<w} des
points de R, {lim x,} consiste en un point auw plus, il faut et il
suffit que l’espace R soit quasi-séparément rangé.

§ 3. Espace séparément rangé. Dans ce paragraph, nous
étudions les espaces rangés qui satisfont & 1’axiome de séparation
(T, et dans lesquels la limite simple coincide avec la limite propre.
([2] p. 822) Nous disons que l’espace rangé de cette sorte est
séparément rangé.

Proposition 11. L’espace séparément rangé est un espace
quasi-séparément rangé. Donc il est séparé.

Proposition 12. Pour quw'un espace quasi-séparément rangé
R soit séparément rangé, il faut et il suffit que, pour tous deux
points distincts x et y de R et pour toute suite fondamentale

{Valo) [ 0<a<w}
des voisinages par rapport d x, il existe un mombre ordinal
B0LB,<w) tel que tout voisinage U(y) de y de rang supérieur
a B, me contenant pas x, soit disjoint d’un term V,(x) de
{Va(2)}

Démonstration. Sur la nécessité: Soient {V,(x)|0<a<w} une
suite fondamentale des voisinages par rapport 4 un point x de R et

1) Sur les espaces rangés, voir [1], [2], et [3].

2) Nommées par Prof. K. Kunugi. M. H. Okano a étudié les convergences
dans 1’espace rangé de ce point de vue. Voir [4] et [5].

3)  est un nombre ordinal limite inaccessible. Voir [2] p. 319.

4) L’espace quasi-séparément rangé satisfait a ’axiome de séparation (7o) de
M. Kolmogoroff. Voir [6] p. 475 et p. 474 proposition 5.
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soit ¥ un point de R distinct de x.

Supposons que, pour tout nombre ordinal B(0<B<w), il existe
un voisinage Ug(y) du point y de rang supérieur a B, ne contenant
pas 2 et ayant des points communs avee tout term V,(x) de {V.(x)}.
Alors pour tout B(0<B<w) il existe une suite

{xf | 0<a<w}
des points de R telle que l'on a
wh e Vo(x) N Us(y)-

Si ’on arrange tous les points #£(0<B8<a<w) de facons que %
précéde £, lorsque a<a’ ou que a=a’ et BB, alors {28|0<B<a<w}
devient une suite bien ordonnée de type w, parce que le nombre
est limite inaccessible. Désignons-la par {z,|0<a<w}. Alors on
voit sans peine que

x € {lim z,}
et que ‘
2% lim-prop z,.

Done, ’espace R n’est pas séparément rangé.

Sur la suffisance: Soient x et y deux points distincts et soit
{#. | 0<a< w} une suite des points de R. Et supposons que x € {lim Lo}

et que la suite fondamentale {V,(x)|0<a<w} des voisinages par
rapport a x définisse cette relation. Puisque ’espace R est quasi-
séparément rangé, on a

N V(@) 29."

De plus, soit B, un nombre ordinal défini par la supposition pour
{V.(x)} et pour y. Alors, pour tout voisinage U(y) de y et de rang
supérieur a B, ne contenant pas z, la suite {x,} est résiduelle dans
la complimentaire de U(y). Done, nous avons:

2= lim-prop x,.

Par conséquent, R est séparément rangé. c.q.f.d.

Corollaire. KEspace rangé satisfaisant a Uaxiome (D*) de
Prof. K. Kunugi ([3] p. 549) est séparément rangé.

Si un espace R est séparément rangé, alors pour toute partie
E de R, on a A(E)=21,(E). ([6] p. 474) Mais la réciproque est
inexacte. Nous I’avons montré dans [7].%

§4. Espace rangé arborescent. Dans ce paragraph, nous
étudions les espaces rangés ou la limite simple coincide avec la
limite ordinaire.

Proposition 13. St une suite {x,|0<a<w} des points de R
satisfaisant d Uaxiome (b) de Prof. K. Kunugi” converge vers un

5) Voir [6] p. 475 corollaire 2.
6) Example 6 (p. 107).
7 Voir [2] p. 320.
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point ¥ de R aw sens ordinaire, alors on a
z € {lim x,}.
a

Définition 2. KEtant données deux suites fondamentales
{Ux)|0<a<w} et {Va(x)|0<B<w} par rapport a = de R nous
disons que {Vg(x)} est inférieure ou égale a {U,(x)} lorsque pour
tout U,(x) il existe un Vi(x) tel que

U (%)2 V().
Et disons que {U,(x)} et {Vu(x)} sont équivalentes lorsque { Vy(x)} est
inférieure ou égale a {U,(x)} et réciproquement.

Lorsque pour chaque point & de R toutes les deux suites des
voisinages par rapport 4 « sont équivalentes, nous ’appelons espace
rangé arborescent.

Proposition 14. Pour que toute suite {x,|0<a<w} des points
de R convergente simplement converge au sens ordinaire, il faut
et il suffit que U'espace R soit rangé arborescent.

Démonstration. Sur la nécessité: Si l’espace R n’est pas rangé
arbarescent, il existe deux suite fondamentales {U,(x)|0<a<w} et
{Va(x) | 0<B<w} par rapport 4 un point « de R telles qu’il existe
un term U,(x) de {U,(x)} ne contenant aucun term Vy(x) de {Vy(x)}.
Alors la suite {xz|0<B<w} des points de R telle que ’on a, pour
tout B(0<A<w),

wg € Vp(@)— Udl®)
convergente simplement vers % ne converge pas vers & au sens
ordinaire, parce que
zg¢ Ul()  (0<B<w).

Sur la suffisance: Soit {x,|0<a<w} une suite des points de R
convergente simplement vers un point « de R, et soit U(x) un voisinage
quelconque de x. Alors, par I'axiome (a) de Prof. K. Kunugi ([2]
p. 319) il existe une suite fondamentale {U,(x)|0<a<w} dont le
premier term U,(x) est contenu 3 U(x). Puisque {U.(x)} et la suite
{Vu(2) | 0<a<w} définissant la relation x e {lim x,} sont équivalentes,
il existe un term V,(x) de {V.(x)} contenu 3 Uy(x), done a U(x). Ce
montre que, pour tout « supérieur a «,, on a

2. € Ux).
Done {x,} converge vers « au sens ordinaire. c.q.f.d.

Corollaire. Pour que, de chaque partie E d’un espace rangé
R, on a AE)=E, il faut et il suffit que lespace R soit rangé
arborescent.

§ 5. Para-convergences. Dans ce paragraph, nous définissons
et étudions la para-convergence simple et celle quasi-propre. Elles
sont les notions correspondantes 3 la convergence simple et celle quasi-
propre respectivement. Mais, nous ne pouvons pas encore définir la
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para-convergence propre qui correspond & la convergence propre.

Définition 3. Une suite {V,(z,)|0<a<w} de voisinages des
points x, de R sera dite fondamentale, si elle satisfait a trois
conditions suivantes:

(1) Elle est monotone décroissante: c.-a-d.
Vo(xo)g Vl(xl);' cee 2 Va(wa); A I<a<w
(2) 1l existe une suite monotone croissante des nombre ordinals
VSN Ve L 07 <0 (0<a<w)

tel que l'on a

SUp Y, =®
et 'on a

Va(2,) € By (2,)° <a<w).

(38) Pour tout nombre a (O<a<w) il existe un nombre 2B
(a<B<w) tel que

Yo <Vg+1
et qu’il y a un voisinage U(xs) de rang v (ve<v<7vp+1) tel que

_Vi(xe) 2U(@e) 2 Veru(@pa).

Définition 4. Etant donné une suite {z,|0<a<w} des points
et un point «# de R, nous disons que {x,} para-converge simplement
vers x ou que x est ume para-limite simple de {x,}, et nous ’écrivons
par x ¢ {r-limx,} s’il existe une suite fondamentale {V,(z,) | 0<a<w}

de voisinagoés des points x, telle que 'on a xe N V, (x,).

Définition 5. Dans la définition 4, si la suite {z,} et le point
x satisfont de plus aux deux conditions suivantes (4) et (5), alors
nous disons que {®,} para-converge quasi-proprement vers & ou que
x est une para-limite quasi-propre de {x,} et nous I’écrivons par
x € {7-lim-q 2,}:
(4) Lo(l)rsque 2 est séparé” d’un autre point y de R, il existe
une suite fondamentale

{Vuz) | 0<a<w}
des voisinages de x, telle que
Q Vai(x)s et 3y.

(5) Lorsqu’un point y est séparé de x, alors pour toute suite
{#up | 0<Bw} partielle’® de {x,} et pour toute suite fondamentale

{Ve(®a) | 0<B<w}
des voisinages de @,

Y e Q Ve(@aip)
entraine que

8) Ba(x) signifiera la famille de tous les voisinages de rang a de point z de RE.

9) Disons qu'un point « est séparé d'un autre point y lorsqu’il existe un
voisinage de & ne contenant pas y.

10) Voir [2] p. 319.
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€ Q Vo(®ap)-

De la para-limite simple et celle quasi-propre, nous avons les
propositions obtenues de cellés 1, 2, et 3 de la note [2] et de celles
2~6 de la note [6] par remplacer “lim” par “z-lim” et “lim-g-prop”
par “m-lim-¢” respectivement.

Et, si 'on pose

M E)={x|xe{r-limx,} ou Vax,c E}
2(E)={x|x ¢ {r-lim-¢ z,} ol Vax,ec E}

alors nous avons

Proposition 15. 1"(E)2A3(E)2E.

Mais, on n’a pas nécessairement 1*(E)2E.

Sur la relation entre la para-limite simple et celle quasi-propre,
nous avons:

Proposition 16. Dans un espace rangé R, les conditions
suivantes sont équivalentes.

(1) Pour toute suite {x,|0<a<w} des points de R, {n-lizn Lo}

consiste au plus un point.
(2) R satisfait @ Vaxiome de séparation (T,) et pour toute
{2, |0<a<w} des points de R on a
{m-lim 2,} = {7-lim-q x,}.
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