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26. Remarque sur l’ensemble analytique dfini par
=-f(x,, x., ..., x.)

Par Ikuo KIMURA
Universitd de KSbd

(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M.J.A., Feb. 13, 1967)

Considrons dans l’espace z, y un ensemble analytique, principal
et irrductible l’origine. Supposons que cet ensemble soit dfini
par les zros d’un pseudo-polynSme irrductible l’origine

y-a(x)y-"+... -a(x),
off m est un entier m>__l et que a(x)sont des fonctions holomorphes
h x-0 et satisfaisant a(0)-0. On sait que cet ensemble est
normal l’origine si et seulement si ou bien m-1 ou bien le
premier coefficient c de la srie de Puiseux

y cx/c,.x-dfinissant cet ensemble ne s’annule pas. Ce critre est simple et
applicable pour les ensembles analytiques, principaux et irrductibles,
puisqu’ils sont toujours transforms analytiquement et biunivoque-
ment ceux de la forme explique ci-dessus. Mais cela est en
dfaut si le nombre de variables est plus grand que 2. j,ai cherch
des conditions simples autant que possible pour la normalit d’ensem-
bles dans l’espace de variables en hombre plus grand que 2. Mais
dans cette Note, nous nous contentons de nous limiter aux ensembles
qui peuvent tre dfinis par des quations de type y--f(x, x,., ..., x,).

Soit A l’ensemble analytique dans l’espace x, x,., ..., x,, y(n>l)
dfini par

y-f(x)(--f(x, x,., ..., x,)),*’
dont le deuxime membre est une fonction holomorphe l’origine
x-0 telle que f(0)-0 et off m est un entier plus grand que 1.

Soit z une fonction holomorphe sur A, c’est--dire une fonc-
tion dfinie et holomorphe sur les points rguliers de A et borne
dans un voisinage d’un point quelconque de A. Pour que A soit
normal l’origine (x, y)-0, par d.finition, il faut et il suffit de
pouvoir trouver une fonction h(x, y) holomorphe l’origine et satis-
faisant h

z-h(x, y) en points rguliers de A.

*) Pour la simplicitd, nous exprimons dans la suivante les points (xl, x,., .--, x,)
et (xl, x,., .--,x,,y) par x et (x,y), respectivement. En plus nous ddsignons
l’origine de l’espace xl, x,., ---, xn et celui de l’espace xl, x., ---, n, y simplement
par le zdro 0.
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En vertu du thorme du reste, il existe, dans un voisinage de
l’origine, une fonction holomorphe g(x, y) et un pseudo-polyn6me
holomorphe r(, y) de degr m-1 au plus, tels que l’on air

h(x, y) g(x, y)(y-f(x)) + r(x, y).
Done on peut toujours supposer que h(x, y) soit un pseudo-polynSme
par rapport h y, de degr m-1 au plus. Soit A0 l’ensemble des
points (x, y) de A tels que y C0; on a

dim. (A- A0) <dim. A.
Donc route fonction holomorphe sur A0 et borne dans un voisinage
d’un point quelconque de A, peut tre prolonge analytiquement sur
A. En consequence, si l’origine est un point normal de A, route

fonction z ddfinie et holomorphe sur A et bornde dans un voisinage
d’un point quelconque de A, est reprdsentde, dans un voisinage de
l’origine, par un pseudo-polyn6me

h(x, y)-ao+ay- +a_y-,
o a sont des fonctions de x holomorphes d l’origine.

Soient maintenant f(x),f,.(x), ...,fo(x) les facteurs de f(x),
irrductibles et mutuellement distincts en x-0, de sorte que

f(x)-A(x)"f(x)"’ L(x)",
off les p sont des entiers positifs.

I. Considrons le eas off (m, p)-d> i. Soient k et les entiers
tels que m=dk, p=dl, (k, l)=l: posons

z--y’/f(x)--(f’. f,,), (x, y)e .40.
Alors z est holomorphe sur A0 et born dans un voisinage de l’origine.
Or il existe des points de A, (a, 0)--(a,, a,., -.-, a,, 0) arbitrairement
voisins de l’origine tels que f(a) 0 et f,.(a)f(a) f,(a)0. Par
consequent, il existed valeurs limites distinctes de z pour (x, y)-
(a, 0), (x, y)e A0. Donc z ne peut tre reprsent par aucune fonc-
tion holomorphe dans un voisinage de l’origine, c’est--dire que
l’origine est un point non-normal de A.

2. Supposons que mp. Soient k et l les entiers tels que

p-mk+l,k>-l, O<=l<m. Dans le cas off l--O, d’apr.s le n 1,
l’origine est non-normal. Supposons que l>0, et considrons la
fonction holomorphe

z--y/f-(ff f)-, (x, y)e Ao,
qui est borne dans un voisinage de l’origine.

Si s>l, pour N entier positif, l’quation
f-(f:.., f,)

admet une solution S qui peut se prolonger sur un voisinage suf-
fisammen petit de l’origine x-0 et aussi sur la partie commune
d’un voisinage sufiisamment petit de l’origine x=O et l’ensemble
{f(x)0}. Tout le long de la solution S on a
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D’autre part, si s- 1, on a z I-if .
Posons e- 1 quand sl, et e-0 quand s-1. On a

mN

]zl-Ifil-+, (x,y) eA0, xeS,
off S dsigne un voisinage de l’origine x=O, si s-1.

Pour raisonner par l’absurde, supposons que A soit normal
l’origine, en d’autres termes qu’il existe un pseudo-polynSme par
rapport h y,

h(x, y)-ao+ay+...-}- ,_y

o5 a sont des fonctions de x, holomorphes dans un voisinage de
x-0 et tel que l’on ait z-h(x, y) sur Ao. Alors f-0 entralne z-0
doric a0-0. Donc a0 est divisible par f, D’autre part, dans un
voisinage de l’origine

sont borns pour l__<i<m et pour (x, y) e Ao. Par suite, dans un
voisinage de l’origine le quotient ]z]/}f] est born sur A. Mais,
pour tout (x, y) de A0 tel que x e S et (x, y) assez voisin de l’origine,
on a

ee qui e imposibl, i aez pei. Pr eonfiquen,
enraine que l’origine e un poin non-normal de A.. Trion chn ee o le e off ipm. 8oien k 3 I
enier el que m=k+,k-I,0. $i =0, cl’prs le o i,
l’origine n’e p norml. Done on pu upposr qu 30. Poon

f:,)
lors la foneion z es holomohe sur e me dans un voisin-
age de l’ogine. onsidrons le mme ensemble S qui a t dfini
clans le 0 precedent. 0n a, dans un voisinage de l’orine,

tour S,

off ,_+1 quand s)l e d-0 quand s=l. S’il exisi un pseudo-

lyn6me holomohe
(, )-o+ + + ,-

1 que z-(, )sur Ao, alors f=0 enralnerai z-0 e done

0=0. Par consequent, 0 serai divisible par fi e []/[f["
serai rn dans un voisinage de l’ogine, ur 1( e (, )
e. Done sur A0, le quoien [z [/[f serai rn dans un vois-
inage de l’origine. D’aure par, dans un voisinage de l’origine,
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on

z I/I A I -IA - pour (x, y) e Ao, x e S;
c’est impossible, si e’ est assez petit. Par consequent, si l<p<m,
l’origine n’est pas normal.

4. Enfin considrons le cas off p,-p.-...-p,-1. Soit z une
fonction holomorphe sur A; alors, d’aprs un rsultat bien connu, il
existe m fonctions a0(x), a(x),---, a_,(x) de x holomohes dans un
voisinage de x-0 et telles que l’on ait

z- ao+ay+... + _.y pour (x, y) e A0.

Or fi-0 entraine y-0 et donc a0-0; par suite ao est divisible par f.
De mme ao est divisible par f,f, ...,f,. Donc a0 est devisible
par f=fif.., f,, c’est-A-dire qu’il existe une fonction holomohe
a(x) telle que l’on ait ao-afi En consequence, on a

a a$m--2ay-+al+ay+ + _,
Z-- pour (x, y) e A0.

Par un pareil raisonnement, on dmontre qu’il existe une fonction
holomohe a(x) telle que l’on ait a-afi Donc, on a

z- aY-+aY-+a+"" + - ur (x, y) e .
Et continuant ainsi, on preuve qu’il existe des fonctions holomohes
a, a, a_ telles que"

a’ asm--1z-ay+ay + + _, +a_ ur (x, y) e A0.
En consequence, l’origine est un int nomal de A.

D’aprs 2, 3, 4, on a la prosition suivante.
Soit f(x)=A(x)f(x) A(x)TM la ddcomposition en facteurs

irrdductibles d’une fonction holomorphe f(x) d l’origine, o on
suppose que f(0)-0. Soit m un entier plus grand que 1. Alors
l’origine est un point normal de l’ensemble analytique ddfini par
y=f(x), si et seulement si p-p-...-p,-1.


