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93. Sur le développement en série d’une fraction
continue du type des fractions de Stieltjes

Par Marc DuPUIS

Institut de Physique du Colléege d’Enseignement Général de 1'Université
de Tokyo et Maison Franco-Japonaise de Tokyo

(Comm. by Zyoiti SUETUNA, M.J.A., June 12, 1967)

Considérons la série des puissances descendantes de la variable z

S 8, S w Sn
S__zi_?;_}_?:_ eee (=1 pe + e (1)
et la fraction continue

F=_%_

z2+c
Z+e, (2)
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dont les coefficients ¢, ¢,y +++,¢,, -+« sont des nombres quelconques,

différents de zéro. Cette fraction est équivalente, comme on sait [17,
a une fraction continue de Stieltjes & coefficients quelconques.*
Laissant de coté toute question de convergence, nous voulons con-
sidérer dans cette note le probléme formel du passage de la fraction
continue F' a la série S.

Le probléme de développer la série S en la fraction continue F
a été résolu depuis longtemps par Frobenius [2], [8]. En désignant
par A, et B, les déterminants de Hankel
Sp 81 Sy
A=1,4,= " B T (3)

Sn—l S'n, e SZn—-Z
S, S, e 8,
S, 83t Spp

B,=1,B,= (4)
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les coefficients de F' sont reliés a ceux de S par les relations
Cy=25,
Con1=An_y n/Aan—l (5)
Con = An+1Bn-—1/Aan
Le probléme inverse, qui est celui de développer la fraction
continue F en la série S a aussi été résolu depuis longtemps, par

*) La fraction (2) est parfois appelée fraction du type S.
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Stieltjes [4]. Selon les termes-mémes de Stieltjes, on peut procéder
de la maniére suivante. On calcule d’abord les quantités «;, et
B;.. par les relations

=1 }

’ .. 6a
ai,k‘:Bi,k:O S1 /L>k ( )
Bou = 0,1+ Cy
Brp=0,,+Ccs,

@
Bk =0 Coipy Qiiyy

Ao, 1= 10,1

Q1= CsB1,+ Bo,i (6¢)

Q1= Coi 1B+ B
Les coefficients de la série sont ensuite donnés par les expressions
Siti = Collo,ilo, i T+ CoC1Col, i Xy,
+ CoCiCoCaCylls, iy, + ¢+ ¢
Sivit1= CoC10,iB0,1 Tt CoC1CLsB1,i51,1
+€0C10405C.C535,i B0, + * *
Méme si les formules (6) peuvent étre condensées sous forme de
relations récurrentes matricielles [17, ’ensemble des formules (6) et
(7) est plus compliqué que les formules (5), et le but de la présente
note est d’établir des formules plus simples pour calculer les coef-
ficients de S en fonction de ceux de F.
La remarque essentielle est que les dénominateurs des réduites
de F, définies par
QR _6 ., QB__a
P() 2z’ P z+¢
2+ -, (8)
+ Cna
z

(7)

peuvent se mettre sous la forme
P((z)==z
Pzn_l(z):z2n—-1+Si2n——2)z2n—3+ e +Sz(’2n—2)z2n—2p-—1_+_ cee S’(n2_n_i—2)z ( 9 )
Pzn(z):zZn_i_SiZn—z)ng-z_l_ .o +S§)2n—-1)z2n-2p+ cee +S;L2n—1)

n
ou les coefficients S sont définis de la maniére suivante: S{* =S¢,

et S\ est la somme de tous les produits de p coefficients ¢, chﬁﬁéis
parmi les n premiers d’entre eux (1<k<m), de telle maniére que
dans chaque produit il n’y ait pas deux coefficients d’indices con-
séeutifs; par exemple: S =c,c;+ €,6,+ €165+ CoC, -+ o€+ CoCs.

Pour établir les expressions (9), il suffit d’observer que les
sommes S{™ obéissent 4 la relation de récurrence
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S =814 Sir?e, 10)

A T’aide de cette relation on vérifie aisément que les expressions (9)
satisfont 1’équation de récurrence

Yu(R) = 2Yna(?) + Cpr¥n_s(2) (11)

Or celle-ci n’est autre que 1’équation de récurrence bien connue des
dénominateurs des réduites de F.

On sait d’autre part [1] que les polynomes P,(z) sont orthogonaux
par rapport & la suite des nombres s, 0, s,, 0, s,, 0, -++: Définissant
la fonctionnelle & dans l’espace de tous les polynomes par

F{R(2)} = 8o — Q81+ Sy + + =+ +(—1)"ay,8, (12)
ou R(R)=a,+ a2+ a2 +at+agzt+ «++ +a,2" est un polynome arbi-
traire, on a:

F{P,(R)P,(2)}=0 si m#n (13)
FP.(R)P,(2)} =F{P(2)2"} = CnCps ++* €1 (14)
En portant dans (14) les expressions (9), il vient:

2n

— 2n—1
chi—-Szn—Si e
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_|_(__1)1»S;’2n—1)82n_p+ cee +(_1)ns;2n—1)sn (15)
2n—1
[1 =50 1— S P85 o+ =+
=1
F(—1)P8P" 85y p+ oo H(=1)"TISIETs, (16)

Les équations (15) et (16) constituent un systéme d’équations linéaires
par rapport aux variables s;, dont les coefficients ne dépendent que
des nombres ¢,. Sa résolution donne:
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Les formules (17) et (18) présentent sur les formules (6) et (7)
le premier avantage de ne pas étre des formules de récurrence: telles
les expressions (5), elles donnent les coefficients de la série S en
fonction de ceux de la fraction continue F sous forme de déterminants.
Mais l’avantage principal des expressions (17) et (18) est que les
coefficients s, sont exprimés en fonction des sommes S{, qui sont
des quantités faciles a former. Alors que la possibilité d’utiliser les
équations (14) avait été entrevue par Wall [1], I’introduction systéma-
tique des sommes S{” est, a notre connaissance, nouvelle. Ajoutons
que ces sommes, ainsi que les expressions (9) des polynomes P,(z),
peuvent étre utiles dans d’autres problémes que celui du dévelop-
pement en série de la fraction continue (2).

Pour illustrer ces formules, nous allons les appliquer 4 I’exemple
suivant. On sait [17], [5] que la fonction

2

GO = dT A+ 4y

peut étre développée en la fraction continue
1

Fle)= 1+(1+t)

142 (20)
1+2
1+ -

(0<t<1) 19)

pour tout point du plan complexe z extérieur au segment de l’axe
réel (—oo, —1/4). Son développement en série des puissances crois-
santes de z est obtenu dans la théorie d’une méthode de sommation
basée sur un algorithme de Schur [5]. Les coefficients, qui se trouvent
étre les moments
22n+1 Sl 1 +t { 1
s, =(—1)" u* ——1
(=D T 1+t —4tu \u
de sorte que
2 (! 1+t 1 vz 1
Gz =_S (1) du (0<t<l), (22
2 o (141 —4tu \u 1+4zu ( <1 22)
apparaissent alors sous la forme de polynomes du paramétre t:
& 2041 [ 2n "
"= ntp+l \n—p
Notons que la fonction G(z) est représentée par la série i]s,,z” pour

toute valeur de z telle que |z |<1/4. "

Il est aussi possible d’ obtenir les coefficients s, par la méthode
que nous venons de décrire, & partir de la fraction continue (20):
ils apparaissent alors sous une autre forme intéressante, & savoir
celle de polynomes du paramétre 1+¢. En effet les coefficients ¢,

)llzdu o<t<l), (1)

(23)
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ont pour valeurs ¢,=1+¢,¢,=¢;= --+ =¢,= .-+ =1, et les sommes
S ont les expressions simples

s;,n>=("_p)(1+t)+("_p> (24)
p—1 D

En portant ces expressions dans (17) et (18), on obtient ’expression
de s, en fonction de 1+¢. On peut montrer indirectement [6] que les
déterminants obtenus peuvent encore s’écrire

14t 14t 2(148) - i(zn_z)(ut)
n\n—1
C1 14t 14t et (2"_4)(1+t)
s — n—1\ n—-2
" 1 [2n—6 (25)
0 —1 1+4¢ .- n_z(n_g)(l-l-t)
0 0 0 ... 1+¢
ce qui donne pour le coefficient s, 1’expression cherchée
=51 ( an—2 )(1+t)”+1+(1—|-t)” 26)
"omn—p\n—p—1
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