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Considrons la srie des puissances descendantes de la variable z

S- So_ sj + +(-i)" + ( 1
Z Z Z

et la fraction continue

r c0
z -+- cl

z+c (2)
Z-+-"

dont les coefficients Co, c,..., c, sont des nombres quelconques,
diffrents de zro. Cette fraction est quivalente, comme on sait [1,

une fraction continue de Stieltjes coefficients quelconques. *)

Laissant de cSt toute question de convergence, nous voulons con-
sidrer dans cette note le problme formel du passage de la fraction
continue F la srie S.

Le problme de dvelopper la srie S en la fraction continue F
a t rsolu depuis longtemps par Frobenius [2, [3. En dsignant
par A et B les dterminants de Hankel

80 81

A0-1, A- s s ...s (3)

B0-1, B-
81 8 8

les coefficients de F sont reli6s ceux de S par les relations
Co- 80 ]
c_-A_B/AB_ I 5
c-A+B_/AB

Le problSme inverse, qui est celui de dvelopper la fraction
continue F en la srie S a aussi t rsolu depuis longtemps, par

*) La fraction (2) est parfois appele fraction du type S.
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Stieltjes [4]. Selon les termes-mmes de Stieltjes, on peut procder
de la manire suivante. On calcule d’abord les quantits a, et
f, par les relations

o,o 1 } (6a),-f,- 0 si
/30, O0, - c.O,
l,k i,k + C42’k (6b)

,+c++,
o,k+ Co,k
a,+ cZ,+ Zo,

(6c)

,+ c+, _,
Les coefficients de la srie sont ensuite donns par les expressions

8i+k CoOo,iOo,k - (0Cl(.Ol,iOl,k ]- CoClCCC,.,k -SiWk+l_ CoClo,iO,k + C0ClC2C31,1,
7

+CoCCCCC,,+
Mme si les formules (6) peuvent tre condenses sous forme de
relations rcurrentes matricielles [1, l’ensemble des formules (6) et
(7) est plus compliqu que les formules (5), et le but de la prsente
note est d’tablir des formules plus simples pour calculer les coef-
ficients de S en fonction de ceux de F.

La remarque essentielle est que les dnominateurs des rduites
de F, dfinies par

Ql(Z) Co Q(z)_ Co
Pi(z) z p(z) z+c

z+ .. (8)
-t-

peuvent se mettre sous la forme
p,(z)-z
Pn_(z) zn-’ + Sn-)z-+ +S(n-)zn--+ _.(-) (9)
P(z)- z + Sn-)z-+ +S-)z-+ + S(:

off les coefficients .q() sont dfinis de la manire suivante" S)-c
et S) est la somme de tousles produits de p coefficients c choisis
parmi les n premiers d’entre eux (lkn), de telle manire que
dans chaque produit il n’y air pas deux coefficients d’indices con-
scutifs; par exemple" S) cc+cc+ ClC + c2c + c2c + c3c5.

Pour tablir les expressions (9), il suffit d’observer que les
sommes ,q() obissent la relation de rcurrencep
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(’-)c (10)S")- .q(-) +-_
A l’aide de cette relation on vrifie aisment que les expressions (9)
satisfont l’quation de rcurrence

y (z) +
Or celle-ci n’est autre que l’quation de rcurrence bien connue des
dnominateurs des rduites de F.

On salt d’autre part [13 que les polynSmes P(z) sont orthogonaux
par rapport la suite des nombres s0, 0, s, 0, s, 0,..." D4finissant
la fonctionnelle dans l’espace de tous les polynSmes par

{R(z)}- aoSo-as+as+ +(-1)as (12)
off R(z) ao + az+az +az +az + +az est un polynSme arbi-
traire, on a:

{P(z)P(z)}- 0 si mCn (13)
{P(z)P(z)} {P(z)z} cc_ c (14)

En portant dans (14) les expressions (9), il vient:
2

C s-- _+
i=1

s_+ + (-
2n--1

i=l

+ (-- l.(-)s
_ __

+ + (-- .--(-),_ (16)
Les quations (15) et (16) constituent un systme d’quations linaires
par rapport aux variables s, dont les coefficients ne dpendent que
des nombres c. Sa rsolution donne"

2n

HC S2--1) S(2--1) 0 ...0 o
2n--1

H c 1 S-) "(- --"(-)--1 0 ...0 0

2n--2

i=l

cc 0 0 0 0 ...1 -c
c 0 0 0 0 ...0 1

82n--1

2n--1

II c Si
2q--2

Hc 1
i=l
2--3

Hc 0
./=1

lhn-l.Q(2n-2) 0t-n--1

S,-) .(_ 1),-..(,-) (_ lhn--l_Q(2n-3).. "0 0*-,q--9.

1 ,,_ . ,,_. 0 0

cc 0 0 0 0 ...1 -c
c 0 0 0 0 ...0 1

(8)
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Les formules (17) et (18) prsentent sur les formules (6) et (7)
le premier avantage de ne pas tre des formules de rcurrence: telles
les expressions (5), elles donnent les coefficients de la srie S en
fonction de ceux de la fraction continue F sous forme de dterminants.
Mais l’avantage principal des expressions (17) et (18)est que les
coefficients s sont exprims en fonction des sommes .q qui sont
des quantits faciles former. Alors que la possibilit d’utiliser les
quations (14) avait t entrevue par Wall 1, l’introduction systma-
tique des sommes S( est, notre connaissance, nouvelle. Ajoutons
que ces sommes, ainsi que les expressions (9) des polynmes P(z),
peuvent tre utiles dans d’autres problmes que celui du dvelop-
pement en s(rie de la fraction continue (2).

Pour illustrer ces formules, nous allons les appliquer l’exemple
suivant. On sait _1, _5 que la fonction

G(z)= 2 (0<t<l) (19)
1 t + (1 + t)(1 + 4z)1/

peut tre d6veloppe en la fraction continue
1F(z)

1 + (1 + t)z
l/z (20)

1+.

pour tout point du plan complexe z extrieur au segment de l’axe
rel (-co,-1/4). Son dveloppement en srie des puissances crois-
santes de zest obtenu dans la thorie d’une mthode de sommation
base sur un algorithme de Schur 5. Les coefficients, qui se trouvent
tre les moments

s=(--1) 2+1IIvu l+t (1 )1/.(l+t)-4tu
1 du (0<t<l) (21)

de sorte que
2 l+t 1-1 .du (O<t<l), (22)G(z) - (1 + t)-4tu 1 + 4zu

apparaissent alors sous la forme de polynSmes du paramtre t"

..0 2p+1 (2n)t (23)n+p+l n-p

Notons que la fonction G(z) est reprsente par la srie _,s,z pour
"0

route valeur de z telle que z 11/4.
I1 est aussi possible d’ obtenir les coefficients s. par la mthode

que nous venons de dcrire, partir de la fraction continue (20)"
ils apparaissent alors sous une autre forme intressante, savoir
celle de polynSmes du paramtre 1 + t. En effet les coefficients c.
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ont pour valeurs c-l+t, c=c- -c- -i, et les sommes
S ont les expressions simples

.q’- (1 + t)+ (24)up

P P
En portant ces expressions dans (17) et (18), on obtient l’expression
de s, en fonction de 1 + t. On peut montrer indirectement [6 que les
dterminants obtenus peuvent encore s’crire

+ t + t (+ t) e]( + t)
n[n-1]

n[ n-2 ](+t)
0 -1 l+t

1 2n-6

nn-3 ](l+t)
0 0 0 l+t

ce qui donne pour le coefficient s l’expression eherchfe

-; ( - t),+ ( t)
-pkn-p-1

(1+ + +
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