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54, Stetige Konvergeny und der Satz von Ascoli
und Arzeld. III®

Von Harry PopPPE
Sektion Mathematik, Ernst-Moritz Arndt Universitat, D. D. R.

(Comm. by Kinjird KUNUGI, M. J. A., April 12, 1968)

Die vorliegende Arbeit schlieBt sich unmittelbar an die Arbeiten
[8] und [9], insbesondere an die Arbeit [8] an.? Sie enthilt Verschir-
fungen und Verallgemeinerungen einiger Ergebnisse aus [8]. Ferner
berichtigen wir einen Fehler, der in [8] bei den Betrachtungen iiber
den Limesraum der stetigen Konvergenz aufgetreten ist. (Hilfssatz
(2.4b) von [8]) Dieser Fehler hat ein weiteres unrichtiges Ergebnis
zur Folge (Hilfssatz auf S. 119 bzw. Satz (3-11) von [8] : eine Aussage
liber die Giiltigkeit des “Exponentialgesetzes fiir Abbildungsriume”
beziiglich der compact-open-Topologie 7). N.L. Noble (Worcester,
Mass.) machte uns liebenswiirdigerweise in einem Brief darauf auf-
merksam. In diesem Zusammenhang hat Noble [7] ein Ergebnis er-
halten, das wir hier verschidrfen und verallgemeinern kénnen.

Wir verwenden im folgenden die in [8] und [9] benutzten Bezeich-
nungen und Begriffe. Zur Bequemlichkeit der Leser stellen wir
jedoch die wichtigsten Begriffe noch einmal kurz zusammen. Unter
einem allgemeinen Limesraum X verstehen wir eine Menge X, in der
auf irgendeine Weise jedem eigentlichen Filter ¢ aus X eine Teil-
menge von X, die Menge der Limespunkte von ¢, zugeordnet wird :
¢—lim¢cX. Istxelim g, so schreiben wir auch ¢—2x und ¢ heifit
konvergent gegen x. Fiir diese Limesabbildung lim betrachten wir
die folgenden Axiome:

LI: IstxeX, sogiltfiir den von {z} erzeugten Filter ¢x

x € lim px.

LII: Aus ¢C¢, und xelim ¢ folgt x € lim ¢,.

Einen allgemeinen Limesraum, der die Axiome LI und L II erfiillt,
bezeichnen wir kurz als L-Raum. Fiir L-Rdume betrachten noch die
Axiome:

LIII: Ist ¢ ein Filter in X und gilt fiir jeden Ultrafilter

TDO¢r—x, sofolgt ¢—u.

*  Fiir die Bezeichnungen vgl. Stetige Konvergenz und der Satz von Ascoli
und Arzela. I, Math. Nachr., 30, 87-122 (1965), II, Monatsberichte der Deutschen
Akad. der Wiss. zu Berlin, 8, 259-264 (1966).

1) Die Literatur befindet sich am Schluss der “VI”.
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LIV: Fira X gilt A(@)=nN{¢:¢—a}=N{r: 7 Ultrafilter in X
und T—x}—.
L V: Es existiert eine Topologie fiir X, deren Konvergenz mit
der gegebenen Konvergenz lim {ibereinstimmt.
L-Raume, fiir die L III bzw. LIV gilt, nennen wir L*-Rdume bzw.
U-Raume ; L-Raume, fiir die L V gilt, sind mit topologischen Radumen
identisch. Beziiglich Aussagen iiber Limesrdume vergleiche man [8]
oder die dort zitierte Literatur iiber Limesrdume. Der Einfachheit
halber legen wir hier L-Riume zugrunde; allgemeine Limesrédume
werden in [8] betrachtet.

Sind X und Y Mengen, so bezeichnen wir mit Y* die Produkt-
menge, d.h. die Menge aller Abbildungen von X in Y; sind X, Y L-
Riume (allgemeine Limesrdume), so sei C(X, Y) die Menge aller
stetigen Abbildungen von X in Y. Fiir zwei Mengen X, Y bezeichnen
wir mit die Abbildung

: o(f, r)=1(2)
von Y¥ x X in Y (evaluation map) ; fiir einen Filter § aus Y* und einen
Filter ¢ aus X sei § X ¢ der Filter in Y* x X mit der Basis{A xV:A4¢¥
und V e ¢} (kartesisches Produkt der Filter ¥ und ¢).

Sind nun X, Y L-Rdume und ist § ein Filter in Y#, so heilt ¥
stetig konvergent gegen e Y*, wenn gilt:

Fiir jedes x ¢ X und jeden Filter ¢ in X folgt aus ¢—u stets

o(@ < p—f(x). ([8], Definition (2.1)). Wir schreiben dann %i f bzw.
fes-lim. (Y%, s-lim) ist dann ein allgemeiner Limesraum und
(C(X, Y), s-lim) ein L-Raum.

In Hilfssatz (2.4b) von [8] wurde behauptet: X und Y seien L-
Réume? ; es sei £ ¢ X und fe Y*. Dann gilt

ACS (@) C wU(f) X A(2)),

wobei A(f) der Umgebungsfilter von fbzgl. s-lim ist. Der dort ange-
gebene Beweis enthélt jedoch einen Fehler und wir fiihren jetzt ein
Gegenbeispiel zu dieser Aussage an.
(1) Gegenbeispiel

X sei folgender nulldimensionaler Raum (siehe das Beispiel auf
S. 101 von [8]): X sei die Menge der reellen Zahlen mit folgender To-
pologie :

Offen in X seien

1) die euklidisch-offenen Mengen, die Null enthalten,

2) alle Mengen, die Null nicht enthalten.

F sei das zusammenhéngende Punktepaar {0, 1} (mit ¢, {0}, {0, 1}

1) In [8], (2.4b) waren X,Y etwas allgemeiner als allgemeine Limesrdume
vorausgesetzt.



236 H. PopPE [Vol. 44,

als offenen Mengen); es sei feC(X,Y): f(x)= (1)’ goig;t—'l’ +11 wir

bezeichnen die (euklidische) Umgebung ]—1, 1[ von 0 in X mit U,; U
sei eine beliebige Umgebung von 0 mit Uc U,; E sei eine endliche
Menge aus U,—U (E kann auch leer sein); wir setzen AZ={g¢
C(X,F): g(x)=0 fiir x Uy E}; offenbar gehdren alle Abbildungen von
Xin F zu AZ, die auf UUFE konstant gleich Null sind und in den
Punkten y ¢ U U E beliebige Werte 0 oder 1 annehmen. Wegen fec AZ
ist jedes AZ nicht leer und wegen AZ:N AZ:=AEVEs it die Menge
{Af: EcU,—U, E endlich} fiir jedes feste U eine Filterbasis; sei Fy
der von dieser Basis erzeugte Filter in C(X, F); dann konvergiert %,
(fir jedes U) stetig gegen f:

a) fiir x ¢ U, ist nichts zu zeigen,

b) seixeU,: ist £=0, so gilt w(4% xU)c{0}, ist =0, x e U, so
gilt w(Af x{x) {0}, ist x e U,— U, so gilt w(AZ x{x}) c{0}.

Wir konnen nun zeigen, daB

@) xA0)=¢({0, 1}) gilt, wobei A( 1) also den Umgebungsfilter
von f bezliglich stetiger Konvergenz bedeutet: sei z¢%(f) und
Uec0); ist Uz U,, soist w(ZxU)={0,1} wegen f ez (C(X, F), s-lim)
ist ein L-Raum und es gilt A(f)Ce(f); sei UcU,; U, sei eine Um-
gebung von 0 mit Ulqcﬁ U; wegen fes-lim §,, gilt Z € F,, und folglich
existiert ein endliches Ec U,—U, mit AZ,CZ; offenbar existiert ein
2ye U—(U,UE) und ein ge AZ, mit g(x)=1; folglich gilt {0, 1}
=w(Af, X U)Cw(Z x U) und damit gilt w(Z x U)={0,1}. Gilt nun A(f(0))
Co@(f) xA0)=e({0, 1})={{0, 1}}, so ergibt sich wegen A(f(0))=2(0)
={{0}, {0, 1}} ein Widerspruch.

Bemerkung :

1) (CX, F), s-lim) ist also ein Beispiel eines L*-Raumes, der
kein U-Raum ist. In der Literatur gibt es bereits solche Beispiele.
Fir weitere Beispiele vergleiche man die Folgerung aus Satz (3).

2) Als erste Konsequenz aus dieser Berichtigung ergibt sich,
daB die Aussage (2.5), e) und die entsprechende Aussage von (2.6)
(“U-Raum”) von [8] unrichtig sind und gestrichen werden miissen.
[8], (2.7) bleibt richtig, wenn man anstelle “L ist ein L-Raum” “L ist
ein U-Raum” voraussetzt.

In Analogie zu [8], (2.7) ist nun gerade die Bedingung %(f(x))
Cw@(f)xA(x)) eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Giiltigkeit von LIV :

(2) X und Y seien U-Rdume. (C(X, Y), s-lim) geniigt dann und
nur dann L IV, wenn gilt: Fiir jedes 2 ¢ X und jedes fe C(X, Y) gilt
ACS (@) CwA(f) X A(x)). P

Beweis: 1) (C(X,Y), s-lim) geniige L IV; dann gilt A(x)—=x
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und A(S )i f, folglich gilt wA(f)xA(®))— f(x) und damit A(f(x))
Co@(f) xA@)).
2) Es gelte die Bedingung (+); nach Voraussetzung gilt %( f(x))

—f(x) und nach (+) somit o(A(f) X A(x))—f(x), woraus A(f )i f folgt.

Wir verschirfen jetzt Satz (2.9).

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von Arens
und er besagt, daB unter gewissen Voraussetzungen fiir die topolo-
gischen Rédume X, Y aus der Tatsache, daBl (C(X, Y), s-lim) das Axiom
LV erfiillt (also topologisch ist) folgt, daB X lokalkompakt ist. Wir
kénnen nun zeigen, daB hierfiir bereits die Voraussetzung “(C(X, Y),
s-lim) geniigt L IV”’ ausreicht.

(3) Satz (Verschiarfung von [8], (2.9))

X und Y seien topologische Raume; X sei regulidr (aber nicht
notwendig Hausdorffsch) ; X und Y geniigen folgender Bedingung :

In Y gibt es zwei Punkte a, b, a b mit den Eigenschaften:

1) Es gibt eine Umgebung W von a mit b ¢ W.

2) Ist HcX, H=H, und x ¢ X mit 2 ¢ H, so gibt es eine Abbil-
dung g ¢ C(X, Y) mit g(y)=a fir yc H und g(x)=>b. Fir (CX, Y),
s-lim) gelte das Axiom L IV. Dann ist X lokalkompakt.

BeweisV: f sei die konstante Abbildung von X in Y mit dem
Wert a; x sei beliebig aus X ; wegen der Giiltigkeit von L IV folgt
aus (2) A(f @) cw@,(f)xAx)), wobei A, f) der Umgebungsfilter in
C(X, Y) von f beziiglich s-lim ist; wegen f(x)=a folgt We w@(f)
X A(x)) ; d.h. es gibt ein G € A, (f) und ein U e A(x) mit o(GxXU)CW.
Wir zeigen, daB U kompakt ist; ®’ sei eine offene Uberdeckung von
U und es sei =" {X—U}; t bezeichne das Mengensystem {PCX:
P=P und zu P existiert ein D e ¥ mit PcD} und T, sei die Topo-
logie fiir C(X, Y), die eine Subbasis aus Mengen der Form (S, V)
={feCX,Y): f(S)cV}, wobei Sex und V offen in Y ist, besitzt.”
Az (f) sei der Umgebungsfilter von f beziiglich ., und wir zeigen, daB
A () U, (f) gilt; dazu geniigt es nachzuweisen, daB fir jeden Filter

% in C(X, Y) aus %’gi» f %——s—> f folgt: man vergleiche hierzu den Be-
weis von (2.9 in) [8]. Aus %,(f)C ¥z, (f) und G e A,(f) folgt G € Ur (/).
Der weitere Beweis verlduft nun woértlich so wie in [8], (2.9).

(4) TFolgerung: X sei ein vollstindig reguldrer topologischer
Raum. Ist X nicht lokalkompakt, so kann C(X)=C(X, R) beziiglich
s-lim nicht das Axiom L IV erfiillen.

1) Dieser Beweis ist nur eine leichte Modifikation des Beweises aus [8], der
sich wiederum an den Arensschen Beweis anlehnt (man vergleiche dazu [1]).

2) Solche Topologien werden bei Arens und Dugundji [1] als ¢-Topologien
bezeichnet.
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Als weitere Konsequenz aus dem Gegenbeispiel (1) miissen wir
noch den Hilfssatz auf S. 119 von [8] und den mit Hilfe dieses Hilfs-
satzes bewiesenen Satz (8.11) von [8] berichtigen (man vergleiche die
Einleitung dieser Arbeit). Wir verwenden die in [8] benutzten Be-
zeichnungen: X, Y, Z seien Mengen, f sei eine Abbildung von X XY
in Z; dann bezeichne f(z, -) die Einschridnkung von f auf {z} XY, f
die ébbildung x—f(x, -) von X in Z*¥ und schlielich & die Abbildung
J—F.

Dann ist 4 bekanntlich eine eineindeutige Abbildung von Z%*¥
auf (Z¥)*. Man bezeichnet h oft als Exponentialabbildung. Sind
X,Y,Z L-Raume und ist X XY das kartesische Produkt der L-Rdume
X und Y (siehe [8]), so gilt nach [8], (2.17)

MC(XxY,Z)cCX, (CY, Z), s-lim)).
Sind also X, Y, Z insbesondere topologische Riume, so gilt auch
MCX XY, Z)cCX, (C(Y, Z), t.),
da aus der stetigen Konvergenz die Konvergenz beziiglich 7, folgt.

In [8], Satz (83.11) wird dann behauptet: X, Y seien Hausdorffsch,
Z sei regulidr, X geniige der Bedingung von Arens (siehe [8], S. 119)
und Y sei ein k-Raum. Dann gilt W(C(X xY), Z2))=C(X, (C(Y, Z,) 7.)).
Diese Aussage gilt jedoch nur, wenn man noch zusitzlich voraus-
setzt, daB (C(Y, Z), s-lim) das Axiom L IV erfiillt. Entsprechend
muBl man im Hilfssatz auf S. 119 diese Voraussetzung machen. We-
gen Satz (3) wird durch diese Voraussetzung die Aussagekraft von
(3.11) recht eingeschriankt.

Bemerkung: In einem Brief hatte uns N.L. Noble freundlicher-
weise darauf aufmerksam gemacht, daB (3.11) nicht gelten kann und
ein Gegenbeispiel dazu angegeben (siehe [7], S. 38 und 39). Es stellte
sich dann heraus, daB der Fehler darin lag, daB (C(Y, Z), s-lim) nicht
immer das Axiom L IV erfiillt. (Man vergleiche den Beweis des
Hilfssatzes auf S. 119 von [8]). In diesem Zusammenhang hat Noble
(171, S. 49) folgenden Satz bewiesen:

(5) Sats (Noble): Y und Z seien Hausdorffsche topologische
Riume, Z sei regulir. Dann sind die folgenden beiden Aussagen
dquivalent :

(I) HcC(,Z) ist dann und nur dann beziiglich 7. kompakt,
wenn gilt:

(a) H ist abgeschlossen beziiglich 7, in C(Y, 2),

(b) H(y) ist kompakt fiir jedes y e Y,

() H ist gleichstetig (evenly continuous).

(II) Fiir jeden kompakten Hausdorffschen Raum X gilt

MC(X, Y, Z2)=CX, (C¥, 2), 7o)

Bemerkung :
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1) (D) besagt die Giiltigkeit des Satzes von Ascoli und Arzela in
der topologischen Form nach J.L. Kelley und A.P. Morse (siehe [6]).
Man vergleiche hierzu [8], [9], und [10], insbesondere [8] und [9] wegen
der Definition und Verallgemeinerung des Begriffs der Gleichstetig-
keit.

2) In einem Brief vom 17. Mai 1967 teilte uns N.L. Noble
ohne Beweis eine Verschirfung von (5) mit: Y wurde als beliebiger
topologischer Raum vorausgesetzt und z, durch eine beliebige Topolo-
gie 7 fiir C(Y, Z), die groBer als die Topologie der punktweisen Kon-
vergenz (Produkttopologie) 7, (also 7,C7,) ist, ersetzt. Nach unserer
Meinung scheint hierfiir jedoch die Aussage: Aus (II) folgt (Gelten
fiir r die Bedingungen (a), (b), (¢) von (I), so folgt, daB H beziiglich
kompakt ist) nicht mehr richtig zu sein.



