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192. Sur les développements orthogonaux dans L(p,q). I’

Par D. Lass FERNANDEZ
Instituto de Matemética, Universidade de Campinas,
Campinas, Sao Paulo, Brasil

(Comm. by Kinjiré6 KUNUGI, M. J. A., Dec. 12, 1969)

1. Introduction. Soit L(p,q) un espace de Lorentz, dont les
fonctions sont definies sur le segment fini [a, b] et & valeurs complexes.
Etant donné un systéme orthonormal ¢={9,,0,, ---,9,, - - -} pour

chaque f e L(p, ¢), nous poserons f Fﬁ F®B,BHdt=(f10,) et f=(f2)

la suite des coeficients de Fourier £, de la fonction f.

Le but de cet article est d’indiquer quelques résultats relatifs aux
développements orthogonaux dans le cadre des espaces de Lorentz.
Le résultat principal est le suivant.

Théoréme A. Pour que Popérateur F(f)= f, vérifie la condition

F: L(p, 9—10', @
il faut et il suffit quétant donnée cc 1(p, q’) il existe une fonction
Fe L, q) telle que c= f de telle fagon que Popérateur F°(c)= f vérifie
la condition

Fe: l(p’ q/)_’L(p,a Q')-
(nous utilisons la fleche—pour indiquer la continuité d’une application
linéaire d’un espace de Lorentz dans un autre).

Dans cette note nous suivrons la terminologie et les propriétés des
espaces de Lorentz d’apreés Oklander [5].

2. Series orthogonales dans L(p,q). Considérons la matrice
2.0(1) (D) =(asp @ 7=0,1,..-)
ol les a;; sont des nombres réeles et supposons que

(i) lima,,=0,

k—oo
2.0(2) (ii) TkiTn(]am|-|-|akz|+...+|aknk|)=c’
(iii) lkim (@it G+ -+ ) =1.
Soit S I’espace vectoriel des suites s=(8,)=(8y, 8, - - *)-

2.1. Définition. On dit que la transformation linéaire définie
sur S par
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T)=0c=(c,)= (i%k%)

est la T-transformation de S déterminée par la matrice (7). Si la
suite (o,) est convergente on dit que la suite (s;) est T-somable.

I1 est bien connu que si s,—s.., alors ¢,—0..=5s..

2.2. Définition. On dit que la transformation

ng k —
K (s, =30, (3 0,6)0,00)
déterminée par la matrice (7), est la T-transformation du noyau

k —_
>:0,(8)0,%) du systéme orthonormal @. Nous supposons que
0

j” K (s, )| ds:jb |K(t,5)|ds<C,> p.p.
D’un autre coté, on a

b
gi=0f; S)=JaKi(s, D f(Dadt.

2.3.- Théoreme. Soit X un espace de Banach intermédiaire entre

L' et L,
k 7
8 =8:(S; t)=j§]ﬁj(t)(flﬂj) et o(f; t)=kz__:aik8k(f;t)
alors
o, X—X.

Démonstration. Il suffit de montrer que

(i) o;: L'>L' et (i) o,;: L~—L~.
Pour cela soit f e L'; alors

b b b b b

[Lowiae=[ [kt s@as\at< 1761 ([ 1Ko, D188)ds< 1

Soit maintenant f e L*; alors

0.l <[ 1Kt 91170) | ds<C ..

2.4. Proposition. Soit 1<p<co, 1<q<oo. Supposons que
llo:ll,e<C, ©=0,1, - - -, et soit (c,) telle que ¢,—0 et

ng k
g;,= Z (L2 chﬂn
k=1 n
Alors
2. ¢.0,€ Lp, ).
Démonstration. Comme |o,|,,<C, 1=0,1, - - -, il existe une suite

partielle (g,,) extraitée de (g,) qui converge faiblement vers f e L(p, q).
Done

2.4(1) lim baik(t)ﬂj(t)dt=r &8, dt,
k- J a a
d’autre part, on a

2) L’emploi de la lettre C est réservé pour désigner des constantes.
3) La notation Yeug, € L(p,q) indique ’existence de f e L(p,q), telle que ¢,
=(flgn)-
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2.4(2) aik=; @iy 2 o0y

En remplacant 2.4(2) dans 2.4(1) et en utilisant 2.0(2), on obtient
¢,=(f|0,) et la démonstration est terminée.

Nous avons & utiliser le lemme suivant.

2.5. Proposition. Soit f e L(p, q),1<p<oco et 1<q<oco. Posons

2.5(1) FD= kji“”‘ faydu  (F@)=0, siu>Db)
alors
2.5(2) 1F = Follog—0.

Démonstration. Supposons d’abord que f est bornée, |f|<M;
13

d’apres un théoréme bien connu il existe une fonction j f(s)ds, que a
a

pour dérivée f (%), p.p. De cette facon f,(f) est convergente, p.p., vers
f(). Alors, on a

Ife@®— @] —0, p.p. et |fil)—s@BF—0.

Done, par le théoréme de Lebesgue, on a

2.5(3) ”fk_f”pq_"o'
Soit maintenant f non bornée; posons
J@, silf@®I<M,
(M) —
9= {0, sinon.
Alors, si¢>0et M>M°(e), on a
”f'—g(M) l|pq<€°

D’autre part
1 —=Fellpa< I F =9 + 19 — fil <e+ 11990 — g™ | + 1|98 — Fl
<e+4¢&+3p|f—9® |, <e+e' +3pe’=¢".
g étant bornée posons

Vr=fi—9" et P=f—g»
alors

«m(u)=j:«xf<t)Kk(u—t)dt

k, sisel0,1/k],
Ki(9)= {0, sinon
done, par (6) (th. 2.6), on a
Vi llpg < 3DV lpg | Kl <3PV llpq
et le lemme est démontré.
2.6. Proposition. SiY’ ¢,0, e L(p, @), 1<p<co et 1<qg< oo, 0N 0
hm HO'm—Uanq:O'

myN—r00

Démonstration. Par 2.3, nous avons

162D g < ClF lpas
2.6(1) 10— 0D lpa < CILF — 9 e

4) h* denote le réarrangement non-croissant de h, voir [1] ou [5].
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Etant donnée la fonction f soit g,c(t)zk'rw’c f(u)du, alors d’apres 2.5
t

la suite (g,) converge fortement vers f. Considerons I'inégalité
2.6(2) |lon(f)—0(Nlpq

=[|0n()—0n(gllpe+ 10n(g1) — 0(9lpg + |0 2(91) — 0w (llpg
En utilisant 2.6(1), on voit que si k—co, alors

l0m()—0n(9)lpe—0 et [[0:(f)—0u(90)lp—0.
On a aussi
2.6(3) 0 n(ge) — 0. (g)llpe—0 s8I m,n—oco.
Comme g, est bornée, alors g, ¢ L?, done

lon(9)—0.(g0];—0 si m,n—oco.

par I'inégalité de Bessel et par les conditions 2.0(2). Donc

[ 1ontgn—a.gorat<s

si, m,n>M°(0); ainsi sauf sur un t-ensemble E de mesure<dg, on a
|om(gs; ) —0.(9:; 8)| <0
donc
b—a ] b—-a\ 1/q
Ilom~anllpqscq |0 (£)— G (B) F2ea/p =10ty a — c( j +I )
0 0 L)
<COUb—a)¥» 2 M%) 1=g".
Cela démontre 2.6(3) et par conséquent 2.6(2) tend vers zéro.
2.7. Proposition. Si S(f)=73] ¢,0,¢L(p,q), 1<p<oc et 1<q
<o 0na
“O'n_f“pq—"o'
Démonstration. Par 2.8, on a
l0m—0nllpg—0
il existe donc F' e L,, telle que
Ho'm_F“pq'—"O
et alors
tim(” o, g dt=ijgdt
ol ge L(p’,¢"). En posant g=0,, j=0,1, - .., il vient
r fB,dt=c, = lim ba@dt:f’ Fi,dt.

m-— oo,

Par conséquent f=F, p.p., et la proposition est démontrée.



