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Une remarque sur la rgularit des solutions
des problmes aux limites gndraux

du type elliptique d$gne’r*

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjir5 KUNUG, M. Z. ., March 12, 1971)

1. Introduction. Comme mon travail precedent [4], le present
article a t motiv par la collaboration de MM. Baouendi et Goulaouic
[1], o5 ils ont dmontr l’hypoellipticit de certains oprateurs du second
ordre, elliptiques et dgnrs la rontire. M. Zuilly a gnralis
leur rsultat des oprateurs aussi du second ordre mais de dgnres-
sance d’ordre suprieur [6]. Les oprateurs traits dans [1] et [6]
taient tous auto-adjoints positifs, de vais maintenant considrer des
oprateurs pas ncessairement auto-adjoints, sous certaines conditions
aux limites gnrales. Et, je vais chercher de restrictions sur les
parties principales des oprateurs pour qu’ils soient hypoelliptiques.
Le Thorme nonc dans le 2 ne recouvre pas les rsultats de [1] et
[6]. Mais, voici une autre mthode que la rgularisation elliptique.

2. Problmes aux limites gnraux. Soit 2 un ouvert born
de R h frontire S de classe C, supposons que/2 soit situ localement
h un seul c6t de S. Considrons dans un oprateur diffrentiel L
d’ordre m"

L(x; D)u(x)-- P(x; D)((x)-u(x)), ( 1 )
h=0

ofa (x) est une fonction de classe C(O), positive dans 9, nulle partout
sur S telle que grad. D(X) ne s’annule jamais sur S. Pour fixer les
idles, supposons qu’il existe un 0 tel que

(x)-dis. (x,S), si dis. (x,S)<=8. (2)
Les P(x; D)(O<=h<=k) sont des oprateurs diffrentiels d’ordre_<_(m
--h) coefficients de classe C(), et en particulier, P(x;D) est pro-
prement elliptique d’ordre m uniformment sur 9. Les m et k sont
deux entiers satisfaisant

0 k__<m 2b avec b" entier >_ 1. ( 3
L devient une application linaire continue de W(t2) dans L(tg), oh
W(O) est l’espace de Sobolev avec poids

W(O)--{u(x) e H-(O) (x)u(x) e H(O)}. ( 4 )
Soit 8 > 0 suffisamment petit. Pour un point x quelconque de U {x e
dis. (x, S)_<_}, posons t--dis. (x, S) et dsignons par x’ le seul point de

* Ce travail a t partieilement support par une bourse du SakkokaL
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S atteignant la distance minimale t de x. L’application Z’x(x’, t)
est un diffomorphisme de classe C de U sur S [0, ]. Fixons une
fonction c(t) e C[0, + c) une lois pour routes de sorte que c(t)-1 si
0t<__c3/3 et que c(t)-0 si t>_2c/3. Alors, chaque lment u de
admet les m traces

}’qU(X’)--(--1)
q- t-q-q(t)u(z-(X’, t))dt, si --kgqg --1; et,

yqU(X’)=Dqtu(z-(x t))lto, si O<q<m--k--1, oh Dt----i
(5)

Notons gt(x’)=r{y_u(x’),...,,__u(x’)}. Alors, u(x)-+gt(x’) est une
application linaire continue de W(t) sur H-/(S)x... X H’/(S).
Dans U, l’oprateur L s’exprime

Lu(z-l(x’, t))-- P(.-(x’, t); D,, Dt)(t-u(z-(x’, t))), ( 6 )
k=O

off D,=--i /x’ dsigne les drives sur S. Alors, pour chaque 0<h
_<_ k, soit ll(x D,, Dt) la somme des termes exactement d’ordre (m- h)
de P(;-(x’, O) D,, Dr), et posons

A(x’, t D,, Dt)v(x’, t)-- , IIa(x D,, Dt)(t-av(x’, t)). ( 7 )

Etant fixe un point quelconque x’ e S, dfinissons un polynSme en p"

O,(p) p-+_(x’)ip(p 1) (p- h+ 1), ( 8 )
k=0

off p_(x’) est le coefficient de Dt- darts II(x D,,, Dt)(O
signalons qu’il est indpendant du choix de coordonnes locales sur S.

Hypoth&se 1. Quel que soit x’e S, O,(p) n’a aucun zgro sur la
ligne" Re. p-k-m-(1/2). Done, le nombre / des zgros p(x’) tels que
Re. p(x’)<k-m-(1/2) est indgpendant de x’. Supposons de plus que- b + 1- lc soit non ngatif

Lorsque =0, le problme est de rsoudre l’quation aux drives
partielles

L(x; D)u(x)=f(x) (ENH)
darts W(9) pour f(x) donne de L’(9). Pour que ce probl&me soit
"bien pos," nous imposons encore une condition sur A(x’, t D,,, Dr)
chaque point x’ e S"

Condition 2 lorsque x=0. Quels que soient x’ e Set ’e T.,
(l’espace cotangent S au point x’) (I $’[= 1) fixes, l’quation diffgrentielle

A(x’, t ’, Dt)v(t)=O, clans t >0 (eh)
n’admet que la seule solution v(t)=0 dans l’espace

W(R+) {v(t) e H-(R+) tv(t) e H(R+)}. ( 9 )
Sous l’Hypothse 1 et la Condition 2, nous avons une estimation a priori

I[U[[w)_<_Cte. {[ILu[[+[lu[[}, quel que soit u e W(9), (10)
off I{u[{ est la norme dans L(9). Si l’unicit des solutions de (ENH) a

lieu, nous avons en particulier,

[[u]]w()__<Cte. IILul], pour tout u e W(tg). (11)
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Par contre dans le cas 0, (ENH) seule ne donne pas un problme
bien pos, et nous devons y ajouter un systme (B) de certains condi-
tions aux limites’

Bfft(x’)=_ Bq(X’ D,)yqU(X’)-q(x’), pour 1__<]__<, (B)

off les (x’) sont donnes de H---I/(S). Chaque Bq(x’;D,) est
un oprateur diffrentiel d’ordre(m- q) coefficients de classe C(S),
off les m(, -ou0)(lg]) sontentiers(m-k-1). Si m-qO,
alors Bq correspondant est nul par dfinition. Ce systme (B)--
ne peut tre sans restriction, mais il doit satisfaire une condition de
Shapiro-Lopatinski que voici Dsignons par Bq(x D,) la somme des
termes exactement d’ordre (m--q) de Bq, alors,

Condition de Shapiro,Lopatinski sur (B) lorsque 0. Quels que
soient x’ e Set ’ e T,([’]= 1) fixes, l’gquation (eh) sous les conditions
aux limites"

m-k-1

B(x’; ’)v-O, , (b)

Rn’admet que la seule solution v(t)=0 clans W (+), o

(12)-yqv-Dtqv(t)to, si Ogqgm-k-1.
Sous l’Hypothse 1 et la Condition de Shapiro-Lopatinski sur (B)
lorsque >0, nous avons une estimation a priori (voir [5] et aussi [4])

ilUllwF()Cte. {llLul]+llBl]o+llull}, quel que soit u e W(9). (13)
Si l’unicit des solutions de (ENH)-(B) a lieu, nous avons en particulier

]]u (,)gCte. {]Lu]]+[]B ]0}, pour tout u e W(9), (14)
off les espaces (r=0, 1, 2,...) sont dfinis par- H+---(1/)(S). (15)

j=l. Thorme de rgularit. Dans ce mmoire, nous nous
bornons aux deux cas (a) et (fl) suivants"

Cas (a)" Okm et (10) ou (13) a lieu (suivant -0 ou 0);
Cas (fl)" Ok=m et (11) ou (14) a lieu (suivant -0 ou 0).

Evidemment, l’Hypothse 1 et la Condition 2 ou de Shapiro-Lopatinski
sont sous-entendues.

Thorme. Supposons qu’un problme aux limites (ENH)-(B) (ou
bien (ENH) seule si -0) tombe dans l’un des Cas (a) et (fl). Supposons
de plus qu’il n’y air aucun zgro du O,(p) clans la zone" k-m--M--(1/2)
gRe. pk--m--(1/2) (M est un entier 0 donnd). Alors, si u(x) est
une solution de classe W(9) de (ENH)-(B) (resp. (ENH)) pour un
f(x) e H(9) et un {(x’), ..., (x’)} e , u(x) appartient en effet
W (9) ds que 1

Corollaire. En outre de l’hypothse du Thgorme, supposons que



294 N. SHIMAKURA [Vol. 47,

/2=0. Alors, si f(x) e C() et (x’) e C(S)(I<=]<=), u(x) est en effet
de classe C(t2). C’est-4-dire, l’opdrateur L (ou plutdt le problSm aux
limites (ENH)-(B) lorsque 0) est hypoelliptique.

La restriction (c0 ou (/9)est posse pour que la mthode de "quo-
tients diff4rentiels" (dfi Nirenberg [3]) soit applicable. Cette mthode
nous donne d’abord la rgularit le long des directions tangentielles
S. Pour cette partie du raisonnement, nous n’avons pas besoin de
l’hypothse sur les zros du qz,(p). Ce qui est plus difficile est d’obtenir
la rgularit en direction normale S. Pour la vrifier, une tude des
oprateurs diffrentiels ordinaires dveloppe dans le suivant est
fondamentale.

4. Esquisse de la dmonstration du thorme. Dans la demie-
droite R+ { 0}, eonsidrons une quation diffrentielle

/0(t; Dt)v(t)=_ aDt-(-v())--f(), (16)
h--0

oh Dt----i d/d et les a(O<=h<=k) sont des eonstantes complexes. On
peut supposer que a0--1. Le polyn6me

q(p)-- , a_ip(p 1)... (p-- h/ 1) (17)

joue le r61e de ,(p) dfini par (8). Le Thorme dans le 3 est une
consequence de la Proposition suivante"

Proposition. Pour un 0(;; Dt) ddfini par (16), supposons qu’il
n’existe aucun zro du q(p) dans la zone" k- m--M-- (1/2) _<_ Re p_<__ k
--m--(1/2). Alors, si un v(t) e W(R/), ayant le support compact clans
R/, est tel que AoV(t) e H(R/), v(t) appartient en effet W (It+) ds
que

La dmonstration de cette Proposition s’effectue par rcurrence
sur r(l<=r<=M). C’est--dire, supposons qu’on air dj vrifi que v(t)
e W/-(R/) et posons w(t)=(d/dt)/--v(t). Alors, l’hypothse dans
la Proposition est quivalente supposer que

w(t) e W(R/), Supp [w][0, T] pour un T fini

(d)w(t)eH(R/) (18)et que P t-
oh nous avons pos P(z) q(k-- m-- r-- z). Le but est de vrifier que
w(t) e W/(R/). Etant donn, en gnral, un polynSme P(z) d’ordre
k, nous disons qu’il est muni de la propridt (P) si et seulement si route
onction w(t) satisaisant (18) appartient / W/(R/). De plus,
dsignons par 2 l’ensemble de tousles hombres complexes c tels que
P(z)-z-c soient munis de la proprit (P).

Lemme. X--{ceC; Recl/2 ou Reck--l/2}. Et, un poly-
n6me P(z) d’ordre k est muni de la proprigtg (P), si et seulement si
ses zros appartiennen tous X.
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Ce Lemme se repose sur l’in6galit6 No 330 de [2]. La Proposition
ci-dessus est, son tour, une cons6quence imm6diate du Lemme.
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