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Sur l’extension et la restriction d’un langage
associd d I’espace contextuel

Par Masami IT0
Universit6 de Kyoto-Sangyo

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. ft. A., Feb. 12, 1972)

Dans ce m6moire, nous d6finissons l’extension et la restriction d’un
langage associ6 k l’espace contextuel (d6fini par S. Marcus (1)) et nous
explorons une structure de l’espace contextuel k l’aide de ces notions.

1. Langage. Nous appelons _L-(A,L) un langage. Off, A est
un ensemble fini d’616ments nomm6s mots. Lest un sous-ensemble
quelconque de A/, off A / est l’ensemble des suites finies, nomm6es
phrases, d’616ments de A.

Exemple. Posons A-- (a, b, c} et L-- {a, ab, abc, abca2b3, }.
----(A, L) est alors un langage.

2. Quelque notions n6cessaires. Nous introduisons le mot vide
e, jouissant de la propri6t6 ex-xe-x pour route phrase x e A/. En
outre, nous 6crivons A*-A/ U

Nous appelons (x, y) un contexte, off x, y e A* et xy#e. Soient z
un 616ment de A / et (x, y) un contexte. Si xzy e L, nous disons que la
phrase zest admise par le contexte (x, y) dans le langage .

Consid6rons C(x) (o x e A/) comme l’ensemble de tous les con-
textes admettant x, i.e., C(x)-{(w, z) wz#-, wxz e L}.

3. Distance et diamtre. Nous dfinirons une distance entre
deux phrases quelconques de A/. Supposons que nous puissions trouver
une s4quence (x) (off x e A / et i-0, 1,2, ..., n-l, n) telle que X-Xo,
xn--y et C(x).C(x+l).(i-0,1,2, ...,n-l) pour x, yeA/ (off
x#y). Nous appelons alors (x) (i=0, 1, 2, ., n- 1, n) une chaine de
x y et n une longueur de chaine. Si nous pouvons trouver une des
chaines de x y les plus courtes, nous disons que la distance entre x et
y est gale la longueur de cette chaine et nous employons le symbole
dis (x, Y)_t: pour representer la distance entre x et y. Au cas qu’il
n’existe pas de telle chaine, nous disons que la distance entre x et y est
infinie et nous 4crivons dis (x, y).t:= + c. Nous dfinissons dis (x, x)_t:
=0 pour route phrase x e A/. 11 est facile de voir que cette dfinition
remplit les conditions de distance.

Le diamtre du langage _L se prsente ainsi"
d(_L’)- sup dis (x, y)..

xyL

4, Espace contextuel, Nous appelons un langage l’espace con-
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textuel, qui a la distance introduite la manire plus haut.
;. txtension et Restriction d’un langage. Soient =(A, L) et

j=(B, K) deux langages. Lorsqu’ils remplissent les quatre conditions
suivantes, nous disons que le langage j est une extension du langage
_L et que le langage _L est une restriction du langage j:

1) AB 2) LK 3) dis (x, y).t:=dis (x, y)j, pour toute paire de
phrases x, y e L; 4) d(_L) d(3).

Nous pouvons avoir immdiatement la proposition suivante"
Proposition. Soient .,j et trois langages. Si j est une ex-

tension de .1 et que soit une extension de J, c est alors une extension
de _.

(. Ixistence d’une extension d’un langage. Nous dmontrerons
le thorme suivant"

Thorme 1. Soit _L’=(A, L) (off d(A:) + c) un langage. Pour
chaque nombre naturel n, il existe une extension =(B, M) de . telle
que n d() d(.).

Dmonstration. I1 suffit de dmontrer qu’il existe une extension
5 de telle que d()-d()=l, d’aprs la proposition ci-dessus et
par induction.

Soit d(A:)=m< + c. Nous pouvons trouver alors deux lments
w, z e L tels que dis (w, z)_=m. En profitant de ce w, nous pouvons
construire un langage 5=(C, K). Pour construire ce langage, nous
introduisons un nouveau mot a qui n’appartient pas A. Nous posons
C=A{a}et K=LJ{awa;p,q=l, 2,3,...}. I1 n’est pas difficile
de vrifier que le langage j soit une extension du langage A: tel que
d(j/) m+ 1.

Corollaire. Pour chaque nombre naturel n, il existe un langage. tel que d(.)=n.
Dmonstrationo Posons =(A,A/) (o A={a}). I1 est ais de

voir que d(/)= 1. D’aprs le thorme Iet par induction, nous avons
immdiatement le corollaire.

7. Restriction d’un langage. I1 n’est pas acile d’explorer des
structures de langages gnrux au point de vue de l’espace contextuel.
Nous nous bornerons ici donner un rsultat sur un langage special.

Thorme 2. Soit .A’= (A, L) (o A-- {a i-- 1, 2, ., n}) un lang-
age qui remplit les trois conditions suivantes"

(A) Soit x un glgment de L. Pour chaque rgsolution de x, i.e.,
x-uyv (ot u, v e A*, y e A+), y est aussi un glgment de L.

(B) Pour chaque x e L, il existe deux glgments u, v e A* (ot uv
e A+) tels que uxv e L.

(C) Pour chaque a e A (i=1, 2,..., n), il existe un glgment w(i)
e A* tel que aw(i)a e L.
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Pour ce langage, nous avons au moins un des deux cas suivants"
(1) d(_)_< 2n.
(2) Il existe une restriction

p(n)--n pour un nombre pair net p(n)=n-1 pour un nombre
impair n.

Dmonstration. Remarquons d’abord le fair suivant"
Soient x, y deux lments de A/. Si dis (x, y) + c, nous avons

alors dis (x, y).<_2n. Car nous pouvons trouver un contexte apparte-
nant C(x)_ C(y) sous la forme (a, e) ou (e, a) (off a e A) d’aprs la
condition (A), si C(x). C(y)_#-.

Pour n-1, nous pouvons vrifier acilement le thorme. Pour le
cas gnral, nous introduisons les signes et . Nous crivons
aa, lorsqu’il existe un lment w(i, ]) e A* tel que aw(i, ])a e L ou
aw(i, ])a e L. S’il existe une squence des hombres naturels (i)(off
p=0, 1, 2..., m-l) telle que i=io, i=] et aa+(p-O, 1, 2,..., m

1), nous crivons a a.
Posons A {a a a}.

Les proprits de A"
1) Pour chaque i(i= 1, 2, ., n), nous avons a e A.
2) Si a e A, nous avons at e A.

D’aprs ces proprits, il n’existe que l’un des deux cas suivants"
(1) Pour chaque i(i= 1, 2, ..., n), nous avons A=A.
(2) I1 existe au moins deux nombres naturels i, ] tels que

AA=O.
En cas de (1). Soient u, v deux 614ments quelconques de L.

D’apr6s les propri6t6s (A)et (B), il existe deux hombres naturels i,
et nous avons le r6sultat suivant"

1) Nous avons au moins un de a,u e Let de ua e L.
2) Nous avons au moins un de av e L et de va e L.

D’apr6s a,a, il existe une s6quence (i)(p=0, 1,2, ...,m) telle que
io=i,i,--] et a,a,+, (i,#i+) (p=0,1,2, ...,m--I). Par une con-
sid6ration br6ve, nous pouvons supposer pr6alablement que w(i, i+)
:e (p=0, 1, 2, ...,m--l).

Posons maintenant w’(i)=a,, si w(i)=e. Posons w’(i)=w(i),
si w(i) #- .
Considrons une squence d’lments de A/"

u, w’(io), W(io, i), w’(i), w(i, i), ..., w(i_, i), w’(i), v.
I1 n’est pas difficile de voir que cette squence soit une chane de u v
dans le langage _L. Nous avons ainsi dis (u, v).t: + c.

D’aprs la remarque donne au dbut, nous avons dis (u, v).t:_< 2n. Par
consequent, nous avons d(_)_<2n.

En cas de (2). I1 existe deux nombres naturels i,
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=f. Nous pouvons supposer que [A, IK_IA[ (o [A[ signifie le nombre
d’616ments de l’ensemble A). Par eons6quent, nous avons
_p(n)/2. Posons M*={x; xeLflA’}. I1 est 6vident que
Construisons un langage J*=(A,,M*). I1 n’est pas diffieile de v6ri-
tier que le langage/ remplisse les conditions du th6or6me 2.
D’apr6s IA, l_p(n)/2 et par induction, nous avons le r6sultat suivant"

1) d(,_t*)K_2.p(n)/2=p(n), ou
2) I1 existe au moins une restriction // du langage /* telle que

d(ll) K_ p(n) / 2.
Nous pouvons v6rifier faeilement que le langage /* remplit les

trois premi6res conditions pour la d6finition d’une restrieti0n du lang-
age _L’. De 1 et par induction, dans tous les eas de 1) et de 2), nous
pouvons voir imm6diatement que le th6or6me se r6alise.
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