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143. Representations unitaires du groupe modulaire. II

Par Masahiko SAIT0

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. $. A., Nov. 13, 1972)

On gnralise et amliore les rsultats dans la note prcdente [1].

1. Soil: l’ensemble des formes quadratiques binaires b/2
o a, b, e sont des entiers relativement premiers et le diseriminant
g=b-4ae est gro ou positif non earr. Soit G le groupe GL(2, Z).
Pour g e Get X e , posons X=(det 9)- gXg.

Choisissons une forme N darts et appelons H(N) le sous-groue
de G form des lgments h tels que N-N. On a

()
as t+ bs

t, s Z, t-ds- 4

2
et H(F) est isomorphe Z { 1).

On dira que F est de la 1TM espce s’il existe un k e G tel que
F---F et est de la 2e espce sinon. Les deux espce sont des
ensembles infinis.

2. Choisissons un caractre Z de H(F) et dsignons U(F, Z) la
representation unitaire de G induite de Z. Posons z*(h)=z((det h)h-)
pour h e H(F).

Theoreme 1. a) Si F est de la 1TM espce et si Z#Z*, U(F,z) est
irrgductible.

b) Si F est de la 1re espce et si Z=Z*, U(F,z) se dgcompose en
somme directe de deux reprgsentations irrgductibles U(F, x).

c) Si F est de la 2e espce, U(F, Z) est irrgductible.

Prenons une section 0 sur H(F)G dans G: tout lment g e G
s’crit d’une seule aon sous la orme g=p(g).(g), o5 p(g)e H(F) et
(g) e .

Soit (F)={F g e G}. Alors la representation U(F, ) se ralise
dans l’espace hilbertien (F)=I((F)): pour g eG, e(F) et
X e (F),

U(F, g)(x)=x(X, g)(X)
o z(X, g)=Z(P(Og)), X F, e .

3. Theoreme2. a) PourFdela 1
sont gquivalentes si et seulement si

b) Pour F de la 2 espce, U(F, ) et U(F, Z’) sont gquivalentes si
et seulement si
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c) U(F, ) (F grant de la Ire espce et ;-Z*) n’est gquivalente
aucune U(F, ’). Les U+/-(F, )) sont ingquivalentes l’une l’autre..

4. Soient F et F’ dans . S’il existe un go e G tel que F’-- + Fq,.
on a gH(F)go--H(F’). Pour un caractre ; de H(F), dfinissons un
caractre Zq0 de H(F’) par la ormule Zqo(h’)-Z(goh’g) pour h’ e H(F’).

Theoreme 3. Soient F et F deux formes dans . Pour que
U(F, ) et U(F’, Z’) sont gquivalentes, il faut et il suffit qu’il existe un
go e G tel que F- +_Fo et que a) Z’-Z ou Z’--Z* pour F, F
Ire espce et b) Zt--zq pour F, F de la 2e espce.

Note. Les sous-groupes H(F) sont les sous-groupes de Caftan de
G au sens de Chevalley. On a donc tabli une correspondance
biunivoque entre 1) les classes de ormes dans , 2) les classe de con-
jugaison de sous-groupes de Cartan de Get 3) nos sries continues de
repr4sentations unitaires irr4ductibles.

5. Pour un sous-ensemble fini ] dans _(F) et pour , dans
((F), posons (?,} e4(Y)(Y).

Theoreme 4. Pour tout g#- +_ 1 dans G, il existe un seul hombre
T(F, Z; g)]ouissant de la proprigtd suivante" pour route base hilber-
tienne { ;n--l,2, ...} de ((F) et pour tout eO, il existe un sous-
ensemble fini ]o dans :(F) tel qu’on air l’inggalitg

T(F, z;- <V(F, z;,) <
=1

pour tout fini contenant o.
La somme dans l’ingalit converge absolument. On pourrait

appeler T(F, g) la trace principale de l’oprateur U(F, z;g).
Les traces principales possdent les proprits suivantes"
a) Si g et g sont conjugus dans G, on a T(F, g)- T(F, g).
b) Si U(F,) et U(F’,z’) sont quivalentes, on a T(F,z;g}

T(F’, ’ g) pour tout g: +_ 1 dans G.
Theoreme . Si g n’est con]ugug aucun glgment de H(F),

T(F, g)--O pour tout . Si g#- +_ 1 est con]ugug un glgment h dan
H(F), on a T(F, Z g)--z(h)+z*(h) pour F de la 1re espce, et T(F, z;g)
=z(h) pour F de la 2e espce.

Ce rsultat sert demontrer le theorY-me 4.
Des pareils rsultats sont obtenus pour le groupe SL(2, Z).
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