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45. Sur une Condition Suffisante pour que le Probléme de
Cauchy Faiblement Hyperbolique soit Bien Posé

Par Keiichiro KITAGAWA™ et Takashi SADAMATSU**)

Université d’Ehimé, Matsuyama
(Communicated by Kdsaku YoSipa, M. J. A., Oct. 12, 1977)

1. Introduction. Sil’on envisage le probléme de Cauchy (C):

P(t’ X, Dt’Da:)u(t’ w)-‘—"f(t’ x) (ta x) GQE[O’ T]XRL
©) . 1 1
Diu(0, x)=¢,(x) §=0,1, --,m—1 (D,=7§,Dx=755)

pour un opérateur différentiel linéaire de type kowalevskien:

m

P(t’ X, Dt’ Dap):DZn_Z Zj aja(ta x)D;D:n—j (“=(Of1: ) 051))

j=1lals
a coefficients indéfiniment différentiables, & partie principale hyper-

bolique et & caractéristiques multiples, on sait que ce probléme de
Cauchy (C) n’est pas bien posé dans la classe de fonctions indéfiniment
différentiables que les termes d’ordre inférieur ne vérifient de certaines
conditions. ...Quand la multiplicité de caractéristiques est constante et
au plus double, Mizohata-Ohya [3][4] a montré que “la condition de
Levi” est nécessaire et suffisante pour que le probléme de Cauchy (C)
soit bien posé. Ohya [5] I’a généralisé au cas de multiplicité au plus
triple et a montré la condition suffisante. Quand la multiplicité est
variable, Oleinik [6] a donné une condition suffisante au cas oli I’opéra-
teur P(t,x,D,,D,) est d’ordre 2. Menikoff [2] I’'a généralisé et a
montré une condition suffisante au cas de multiplicité au plus
double. ...Dans cette note, nous montrons une condition suffisante au
cas de multiplicité variable et au plus triple.
2. Les notations et les hypothéses. Soient
Pty w0, 8= X1  aut@Eem! k=0,1,---,m

J=1lal+(m—j)=k
en sorte que ’on a P(¢, x, D,;, D,)=> ", P.(t, x,D;, D,).
Soient, pour un multi-index a=(ay, ¢’) =(a,, a1, - « +, ;) (bien qu’im-
précis)
Di=DyDs, s=0vdy (9=2,0.=2).
0& 0
Soient, pour une fonction u(t, z) de classe £°(9Ds.),

lul=([, e, oFda)",  judle,=( 3 1DmOI)",
ao=]
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m—1 . 1/2 a
et (14 ey = (3 10Ol nres) (2=2).

C>(2x R./{0}) désignant la classe de fonctions f (¢, z, £) non seule-
ment indéfiniment différentiables dans 2 Xx R%/{0}, mais bornées sur
2x{&|=1} avec leurs dérivées, nous écrivons, pour deux fonctions f, g
de classe C~(2x RL/{0}), f=06(g) 8’il existe une troisieme fonction h de
classe C=(2 X R./{0}) telle que I'on ait f(¢, x, &) =h(t, x, £)9(¢, x, £).

Pour la simplicité de I’écriture, nous laisserons tomber les varia-
bles: nous écriverons, par exemple, 1, au lieu de 2,(¢, z, ).

Nous posons les hypotheses (H) suivantes.

H-1) Le symbole de partie principale de P(t, «, D,, D,) se facto-
rise:

Pt a7, 8) srm—;"g | i2= 0,(t, B)ETI = ﬁ (c—2t, %, &)

et les caractéristiques 2; (¢=1, - - -, m) soient de classe C~(2 x R%/{0}).

H-2) Les,(¢=1,---, m) soient réels dans 2 x R%/{0}.

H-3) A I’exception des couples (4, k) tels que k=s+7(=1,.--,
2s) ou k=2s+j (j=1,---,s), les 2, et Ar soient distincts en sens que
T’on a

Inf |2, 2, &) —2:(t, 2, £)[>0 G+k).

(t,2)EQ,l6]=1

H-4) Pour de tels couples exceptés & H-3), on a les relations:

2,——28”:0(2]—223”), 21_23+j=0(23+1_223+j), j=1’ ey 8

Nous introduisons deux opérations sur des fonctions F=F(¢t, z, z, £).
Soient 0\, F =F(t, x, 2,(, x, &), &)

() ' — —1)le2+52] a!p! a1 T)B17(0) Aa?T)p2
et o\ F= M;:a ﬂ1§=p( 1) a Tl R 0Dy o0 DE'F .
On remarque aisément

2 ! 1 a2
opF=_ 3 (=D 5o, o0 F.

alta2=a

Et soit, comme la deuxiéme opération,
OF= 3y O Ut F-
On a alors 69 =4{},, que nous confondons dans la suite. Nous faisons
ici les remarques suivantes.
(1) Pour |a|=|p|=1, nous avons
9$%), = —0s(r —2,)03,, 0%y =D%i2,6{0.,
aj(Q)ﬂ) —"a”‘glﬁ(‘”a +aa(f 2j)ap(f—2j)6(0)az
8, =02D82,609, —0x(r — 2,) D226 32,
0y =Dz 2,699, 4 Dz2;D%2,6 3",
@ >3 0= 2 2Dg2;000:0,.—0:(r —2;)D32;68%+0:D32,6(3.),

lal=1 lal=1
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X, 0=t B Q50+ 2000 08+ O 5.

3. L’énoncéduthéoréme. Théoréme. Sousles hypothéses (H),
st les termes d’ordre inférieur vérifient les trois conditions suivantes
[C.], [C;] et [C,], alors le probléme de Cauchy (C) est £2(Ds,)-bien posé
et comme Uestimation de solution, I’on a, avec de certains constantes
positives C et N,

t
IIIu(t)Illi,j§C<tzzv+a JO [ SN sats5mss AUV 1B s wams 160
N+3+]
+ 5 IO Rssiaminmna)  RiZ0)
m—1
ol [[[wO1h0= 2 I gelfn-r-ssno-

[Cl] 6§0)Pm-1+% I%:l 6;'a)Pm=t—10((zj—Zs+j)('zj—22s+j)), .7=1» S,

[C.] 5§0>a,Pm_1+—;— > 5§a>a,Pm+~‘-13—]Z 8PP (05(z — gy )D2(Rg s j— )

lal=1 £
+ 0525, ;—2)Di2) =102, — 255, )» j=1,..-,s,
1 1 |
0) = @ 1 1.,
[Cs] 51 Pm_2+ 2 lélﬁj Pm—1+ 4 ]“]Z=2 a!(sj Pm

l (a+8)72 « 5
24 .a,z%;[:l (0%3P8P,,D22,DE2,
+ 2050, P n D208z — 2)) + 00 @ P n03(c — 2,)08(z — 2,))

— 1 af 500 1 (8 ) a «( (0)
22— 2251 5) lcg';;l (ae(aj Pm_1+_2— 23, 0P | D32+ D( 0Py

181=1
+—;— b2 5§ﬂ>Pm)ag(r—zm,)>=t-za(zj—,zm,), i=1,...,s.

A ce théoréme, si nous ajoutons une autre hypothése:
H-5) D;(Zj—lzsu)=t_10(21“223+1), 05— A5 ) =710y — Q354 )
ol |a|=1et j=1,.-.,s.

alors ces trois conditions se simplifient aux suivantes:

[Cg] 6§O)<Pm—1_% I;T_.;l agD;P'm):t_lo(('zj_Zs+j)(zj—lzzs+j)), .7=1, S,
[Cg] 5.(10)<6ng—1_% IZ];]a?D:aer)=t_10(2j_228+j)’ j:]_’ sy, S,
(O] 3p(Pu—t 3 ODP o 3 3DIP,

2 Jal=1 8 1a15TpI=1

A 3 GrUaP.DIADI+ B DEP DU )

+Dg+ﬂa§Pma?(T—2/)32(7—21))) =t—20(2j —223+j) j=1,.--,s.
La démonstration détaillée du théoreme sera donnée dans “Journal
of Mathematics of Kyoto University” et ici nous montrons des exemples
simples.
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Exemple 1. P(, z, D,, D,) = D} — (t*D? + at!D,)D, — (bt*D;}
+ct*D,).
Pour cet opérateur, les conditions [C] signifient k=2s—1, j=s—1 et
h=s—2.

Exemple 2. P(t,x,D,,D,)=D}—(2*D%+ a2 D, +a,x’*D,)D,

— (b D2+ bx*:D? + ¢,a™ D, + c,2™D ).

Pour celui-ci, les conditions [C] signifient k,>2s, j,=s, h,=s et a,=b,
=c,=0.

Remarquons que 1’on sait d’ailleurs d’aprés Ivrii [1] que ces condi-
tions sont aussi nécessaires pour que le probléme de Cauchy (C) soit
bien posé pour ces opérateurs.
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