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Sur une Condition Suffisante pour que le Probldme de
Cauchy Faiblement Hyperbolique soit Bien Pos

Par Keiichiro KITAGAWA*) et Takashi SADAMATSU*
Universit6 d’Ehim6, Matsuyama

(Communicated by K,Ssaku YOSIDA, M. J. A., Oct. 12, 1977)

1. Introduction. Si l’on envisage le problme de Cauchy (C):
P(t, x, Dr, Dx)u(t, x) f(t, x) (t, x) e f2 =_ [0, T] R

( 1 a,Dx 1 a )(C)
Du(O,x)--(x) ]=0, 1, ...,m--1 Dt=y -y

pour un oprateur diffrentiel linaire de type kowalevskien"

P(t, x, Dr, D=)=D-- a.(t, x)DD- (a=(ax, ..., a))
coefficients indfiniment diffrentiables, partie principale hyper-

bolique et caractristiques multiples, on sait que ce problme de
Cauchy (C) n’est pas bien pos dans la classe de fonctions indfiniment
diffrentiables que les termes d’ordre infrieur ne vrifient de certaines
conditions Quand la multiplicit de caractristiques est constante et
au plus double, Mizohata-Ohya [3][4] a montr que "1 condition de
Levi" est ncessaire et suffisante pour que le problme de Cauchy (C)
soit bien pos. Ohya [5] l’a gnralis au cas de multiplicit au plus
triple et a montr la condition suffisante. Qund la multiplicit est
variable, Oleinik [6] a donn une condition suffisante au cas oh l’opra-
teur P(t,x, Dt, D=) est d’ordre 2. Menikoff [2] 1’ gnralis et a
montr une condition suffisante au cas de multiplicit au plus
double Dans cette note, nous montrons une condition suffisante au
cas de multiplicit variable et au plus triple.

2. Les notations et les hypotheses. Soient

P(t, x, ,)= a(t, x)U- =0, 1, ..., m
j=l lal+(m-j)=k

en sorte que l’on a P(t, x, D, D:)==0 P(t, x, D, D:).
Soient, pour un multi-index =(0, ’)(0, x, "", ) (bien qu’im-

precis)

Soient, pour une fonction u(t, x) de clsse (,),

(I ) (1/2I]u(t)]: u(t,x) dx Iu(t),l,: ,Du(t))R la
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et Illu(t) II1,=\=0 IlOu(t)ll+__. 0=-
C=(9 R/{0}) dsignant la classe de onctions f(t, x, #) non seule-

ment indfiniment diffrentiables dans 9R/{0}, mais bornes sur
9{#= 1} avec leurs drives, nous crivons, pour deux onctions f, g
de dasse C=(D R/{O)), f=O(g)s’il existe une troisime fonction h de
classe C=(D R/{0}) telle que l’on ait f(t, x, #) h(, x, #)g(t, x, #).

Pour la simplicit de l’criture, nous laisserons tomber les varia-
bles: nous criverons, par exemple, 2 au lieu de 2(t, x, ).

Nous posons les hypotheses (H) suivantes.
H-l) Le symbole de partie principMe de P($, , D,D)se acto-

rise"

P(t, x, ,)-- a(t, x)-= (--(t, x, ))

e les ererisique 2 (= 1, ..., ) soien 8e else(x
-) Le 2 ($= 1, ..., ) oien rel dns x/
-) A l’exeepion 8e eouple (], ) el que =+] (]=1, ...,

) ou =+ (=1, ...,), les 2 2 soien 8isines en ens que
lon

n I(,,)-(,,)l>0
(,) ,ll=l

-) Pour de el couples exeeps -), on les relion"

ous inroduisons deux oprions sur des onions=(, , r, D.
Boien 0 _(, 2(, , ), )

(),._ (_l)-’+e’, fl" a-*ne*a(0)

On remarque aisment

Et soit, comme la deuxime operation,

On a alors 6).0)=(o).y(o), que nous confondons dans la suite.
ici les remarques suivantes.

(1)

(2)

Nous raisons
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3. L’enonce du theor4me. Theor4me. Sous les hypotheses (H),
si les termes d’ordre infdrieur vdrifient les trois conditions suivantes
[C1], [C2] et [C3], alors le probldme de Cauchy (C) est 7(),)-bien posd
et comme l’estimation de solution, l’on a, avec de certains constantes
positives C et N,

"]u(t)]",<=C(t2+ y:l f(s), ++,+v+
N+a+j

/ ] IIf(O) I1+.++.-. (, y_>_0)
h=O

m-1

o Illu(O)lllZ.o- I11--+.o.
i=0

[C] $.o)p_,+ -1 ,,=,E $.")P=t-’O((--,+)(--2,+)), ]=1, ..., s,

[C]

[C]

A ce th6orme, si nous ajoutons une autre hypoth6se"
H-5) D(--+)--t-O(--+), O(--+)=t-O(--L+)
off lal=l et ]--l,...,s.

alors ces trois conditions se simplifient aux suivantes"

( 1 Dp,)=t_O((2_2+)(2_22+)), ]=1, ...,s,[C] aP P_--, :

( 1 ;Drp)=t__lO(Rj__R2,+j) j=l, ...,s,[C] a?; aP-l- .=1

1 ;D;P_+ 1 ;+D;+p

1 (0+oP,D2D2+2ODO:PDx2O(v--2)
24
a++D 3PO(r--2)O(r--2)))--t-20(2--22,+) ]=1, ..., s.

La d6monstration d6taill6e du th60rme sera donn6e dans "Journal
of Mathematics of Kyoto University" et ici nous montrons des exemples
simples.
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2Exemple 1. P(, x, D, D) D- ( D + aD)D (bD
+cD).
Pour eet oprateur, les eondiions [C] signifien k>=2-1, js-1 et
hs-2.

28xemple 2. P(t,x, Dt, D)=D--(x D+ax’D+axDv)D
--(bx D+ +cxD+ c2xD).2 y

Pour celui-ci, les conditions [C] signifient k2s, ]s, hs et a=b
:c:0.

Remarquons que l’on sait d’ailleurs d’aprs Ivrii [1] que ces condi-
tions sont aussi ncessaires pour que le problme de Cauchy (C)soit
bien pos pour ces oprateurs.
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