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Remarques sur la Thorie de Dveloppement
Asymptotique en Plusieurs Variables. I

Par Hideyuki MAJIMA
D.partement de Mathmatiques, Universit de Tokyo

(Communicated by K6saku YOSIDA, M. J. A., March 13, 1978)

0. Introduction. Les th6ormes suivants sont fondamentals
dans la th6orie de d6veloppement asymptotique en une variable.

"Etant donn6e une s6rie formelle f en l’origine 5. une variable, il
existe, pour tout secteur ouvert Sen 0, des fonctions f holomorphes
dans S et asymptotique fen 0 dans S."

"Si une fonction f holomorphe dans un secteur ouvert Sen 0 est
asymptotique une srie formelle fen 0 dans S, alors la driv.e f
est asymptotique/ 3f en 0 dans S, oh 3f est la s6rie formelle obtenue
de f par diff6rentiation terme/ terme. Donc, pour tout entier positif, f sont asymptotiques f en 0 darts S."

Le premier th6orme est .6tabli de mme au cas de plusieurs
variables (M. Hukuhara [1]). Mais le second th6orme cesse d’etre
vrai pour des fonctions holomorphes/ plusieurs variables. On donne
un contre-exemple" la fonction I/ exp (--, x;) dans un polysecteur
convenable en 0 e C.

Le but de cette note est de d6montrer que pour une s6rie formelle
f n variables (x, ..., x) et pour un polysecteur ouvert Sen 0 e C,
on trouve une fonction f holomorphe darts S telle que pour tout
=(,..., ), 3f soient asymptotiques 3f en 0 dans S, o
3=(3/3x).. .(3/3x,)’’, puis de donner des propositions analogues
celles de B. Mlgrange [3] et d’6noncer un remarque sur un r6sultt
de R. G6rard et Y. Sibuya [2].

1. Definitions et proprietes fondamentalles. On d6signe par T
un tore de dimension r6ele n qui est identifi6 avec I-If z/,C, oh
zl,={x, e C; Ix, l=l}. En posant

C(a, b) {x e zl a<arg x< b}
C(a, b)--{x e z/; a<arg x< b}

S(a, b r)--(x e C; arg x e C(a, b),
on dfinit

C(a, b)= I-[ C(a, b), C(a, b)= rI’C(a, b),
S(a, b; ’) I-I’S(a, b; ’), S(a, b; )= ]-[-S(a, b r).

Un polysecteur ferm S(a’, b’;r’) est appelg sous-polysecteur ferm
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d’un polysecteur ouvert S(a, b r) lorsque rr et aabb.
Autant qu’on ne risque pas de les confondre, on crit par abrviation
C (resp. S) au lieu de C(a, b) (resp. S(a, b; r)).

On dit qu’une onction f holomorphe dans un polysecteur erm
est asymptotique la srie formellef=;01,-- c.x", x=(x,..., x),

a=(a, ..., a.), et on note ff (x-+O dans 3), lorsque pour tout entier
non-ngatif N, il existe des constantes positives K telles que

f(x)-- Y, cx <K , x / dans S.
lal=P ,=I

Une onction f holomorphe dans un polysecteur ouvert SC’ est
asymptotique une srie formellef en 0 dans S, not ff(x0 dans S),
lorsque pour tout sous-polysecteur ferm 3 de S, fj (x-*0 dans S).

Une onction f holomorphe dans un polysecteur ouvert est dire
d’etre asymptotique fortement une srie ormelle fen 0 dans S, not
ff (x--*0 dans S), si on a, pour tout a=(a, ..., a), f.? (x-*0
dans S).

Proposition 1.1
(1) ff et ffi2 (x--O dans S)ft=fi2.
(2) f fet g 0 (x-O dans S)

f+g f+ O, fg.fo (x--.O dans S)
(3) f f (x--O dans S), f(x) =/= 0 (x e S) et f(0) 0

1/f 1 /f (x-.O) dans S)
(4) f f (x-O dans S) et G (zO dans T) et f(S) T

Gof dof (xO dans T)
(5) f f (xO dans U=

f converge vers f dans U.
(6) f est holomorphe dans S et

f =0 Y]l.l=0 xc/[ (x-O dans S)
(7) f

f f (xO dans S) et 3"f=.
(8) f f (x-.O dans {xeC; 0<lxl<r}x yIS(a,b; r))

f(O, ..., O, x, O, ...,0) et 3"f(O, ..., O, x, O, ..., O) sont holomorphes
pour tout

2. Existence d’une fonction holomorphe asymptotique forte.
ment h une serie formelle donnee. Nous avons la th6orme suivante.

Theoreme 2.1. Pour route sdrie formellef et pour tout polysecteur
ouvert S(a, b r), on trouve une fonction f holomorphe dans S et as-
ymptotique fortement tt f en 0 dans S.

En effect, soit f=7=0 .l--q c.x. D’abord, choisissons une suite
{d.} telle que

d.= min {1/Ic.I r, 1} c:/= 0
LO c=O.
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En suite, prenons des constantes positives , p, et des constantes
reles de manire que l’on air, pour (x, ..., ) e S(a, b;r),
Re (exp (=-O)x)< -- et p 1. Posons

f(x)= cx (1--exp (dx exp ())).

Si l’on remarque les ingalits

II--e<lzl et II--el<2 (Re z<0),
on peut facilement d6montrer que cette s6rie d6finie ci-dessus et les
s6ries obtenues de la s6rie par diff6rentiation terme terme convergent
darts tout sous-ensemble compact de S, et que f est asymptotique
fortement f en 0 darts S.

On peut d6montrer de mme la th6orme suivante.
Th6oreme 2.2. Soit f une sdrie formelle telle que (0, ..., O, x,

O, ..., O) et "f(O, ..., O, x, O, ..., O) soient holomorphes dans U={x
eC; 0<lx<r}. Alors, il existe, pour tout S(a, b; r) (]i), une

fonction f holomorphe dans U S et asymptotique fortement
fen 0 dans U S. Propositions analogues h celles de B. Malgrange []. On in-
troduit plusieurs notations suivantes"

=C(x,..., x}, l’ensemble des srie convergentes
=l’ensemble des germes de fonction holomorphe en 0.

=C[x,..., x], l’ensemble des sries ormelles.
=l’ensemble des germes de onction de classe C en 0 e C
=C[x, , ..., x, ], l’ensemble des sries ormelles 2n

variables (x, x, ., x, x).
P=l’ensemble des germes de onction plate de classe C en 0 e C

R2n.
Pour X=, , ou P, on .dsigne par X l’ensemble

(f, ..., f) e X f:f, 1i ] n}.
Proposition .1. Le module / est isomorphe au module P/P

o f (f ..., f).
Cette proposition est une consequence du diagramme commutatif

suivant dont routes les suites sont exactes.
0 0

0 > >0 .>0/0 >0

0 P 0

P/3P 0 0

0
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Soit C(a, b) un ouvert de T, et soient f et g des fonctions de classe
C (ou holomorphes) dans S(a, b;r]) et S(a, b;r) respectivement. On
dit que f et g sont 6quivalentes du c6t6 de C(a, b), lorsque f--g dans
S(a, b r) S(a, b r). Une classe d’6quivalence est ppel6e germe en
0 du c6t6 de C(a, b). On d6signe par [f] la classe d’6quivalence con-
tenant f.

On fabrique trois faisceaux ]0,, et , sur T comme suit.
Soit ]/0(C) (resp. (C)) l’ensemble des germes [f] en 0 du c6t6 de
C(a, b)----C de fonction holomorphe (resp. de classe C) qui est asymp-
totique fortement 0 en l’origine dans S(a, b; r) (N. B. la conception
de d6veloppement asymptotique est g6n6ralis6e aux fonctions de classe
C), et soit (C) l’ensemble des 616ments ([fd, "", [f]) e (C) tels
que pour tout CC, il existe [g] e (T) stisfaisants [gl]=[fl] et
g,=,g. Les applications C-Z0(C), C--*(C), C,(C) d6finissent
des pr6faisceaux sur T. Les faisceaux ]0,, ,P sont d6finis comme
ceux associ6s ces pr6faisceaux.

Proposition 3.2. La suite

0 >,.Ao )’
est exacte.

I1 r6sulte du Th6orme 2.1 et du fair que est un faisceau mou

que la suite -, 0 est exacte. Les autres parts sont v6rifi6s
ais6ment.

Proposition 3.3. Le module H(T, o) est isomorphe au module
P/P.

Cette proposition d6coule de I’(T, )=P, I’(T, P)--P et du fair
que est mou.

On obtient, des Propositions 3.1 et 3.3, la proposition suivante.

Proposition 3.4. Le module (/ est isomorphe au module
H(T, o).

On voit que l’isomorphisme f2" /(C)-*H(T, x0) est donn6e comme
suit" prenons un recouvrement {C} de T off C, sont connexes et T,
&ant donn6 une s6rie formelle f e (, on peut trouver un systme des
fonctions holomorphes {f} tel que chaque f soit asymptotique forte-
ment f dans un polysecteur correspondant C, alors/ (f mod. (9)
est 6gale la classe de cohomologie de {f--f}.

Soit (C) l’ensemble des germes [T] de matrices T carr6s d’ordre
m inversibles qui sont holomorphes et asymptotiques fortement la
matrice I en 0 dans S(a, b rr). On d6finit x comme le faisceau as-
soci6 au pr6faisceau d6fini par l’application C--.:,(C).

4,. Application pour des systmes de Paff. Consid6rons la
systme de Pfaff, compl&ement int6grable de la forme
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( ) dZ=, (A(x)x-Z)dx
i=l

avec p>0 (entiers), les matrices A(x) holomorphes en O eC,
Z=(z, ..., z).

Pour les matrices A et les entiers non-ngatifs p, on dsigne par
M, l’ensemble des .lments (B(x),..., B(x);T) oh B(x) sont des
matrices holomorphes en 0 d’ordre m et T e GL(m, ) telles que B(x)
=T-(A(x)T--x/T/x)’--T((AO). On dit que les lments (B(x),
.., B.(x) T) et (C(x), ..., C(x) T’) sont 6quivalents, not (B(x) T)
(C(x) T’), s’il existe une matrice W e GL(m, () telle que T--T’W et
B w((c)).

On d6signepar.,(C(a, b)) l’ensemble des germes [T] e ](C(a, b))
de manire que A, T((A,)).

Proposition 4.1. Si (B(x);T)e M,, alors il existe une applica-
tion bijective de H(T, #,) H(T, ]f,), oh #’ (resp. ]f,) est le
faisceau associ6 au pr6faisceau d6fini par l’application C-#’(C)
(resp. f’(C)).

Si, de plus, on suppose que A,(0) aient des valeurs propres dis-
tinctes, grace la th6orie de d6veloppement asymptotique des solutions
du systme de Pfaff avec singularit6s irr6gulires 6tablie par K. Takano
[6], on peut d6finir l’application. M,/-H(T,,)
de la manire analogue l’application/ de Proposition 3.4.

Proposition 4.2. L’application est in]ective.
,..., (x)) o (x)Proposition 4.3. Soient A(x)=diag. (2(x)

,212,x, et soient R--diag. (, ..., 5). Posons B(x)-----A(x)
+Rx?1. Alors on a HI(T, ff’P) {(1)}, si n 2.

Trois propositions ci-dessus concluent le thorme suivant. I1 a
t dmontr4 par R. Grard et Y. Sibuya [2], et par Y. Sibuya [7].

Theoreme 4.4. Supposons que n>/2. Si les matrices A(x) sont
holomorphes en 0 e C, et que A(O) ont des valeurs propres dintinctes,
alors, une solution formelle de systme (.) est convergente, en parti-
culier, il n’apparait pas de phdnomne de Stokes dans ce cas.
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