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La Dimension de Hausdorff de Certains
Ensembles dans [0, 1]

Par Kenji NAGASAKA
L’Institut de Mathmatiques Statistiques

(Communicated by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., April 12, 1978)

0o Considrons des nombres rels w avec w e/2-----[0, 1] qui sont
dvelopps r-adiquement par la forme

()
i=l

off s =e(w) est un des lments (0, 1, ..., r--1)=R; cette representation
est unique saul pour les nombres rationnels, ce qui ne concerne pas le
calcul de dimension de Hausdorff.

1o Supposons d’abord que r=2 et l’aide de la fonction de Rade-
macher dfinie par

r() 1-- 2(o),
nous pouvons observer le comportement statistique de dveloppement
de . Posons S()=.. rt() et soit go la mesure de Lebesgue. Nous
allons nous intresser la grandeur de S()I quand nest assez grand
et nous calculerons la dimension de Hausdorff de deux ensembles:
(a) et L(a) pour a non-ngatif, dfinis comme

() e 9; lim sup
/log log n

et
IS.()I =a}.L(a) (o e D ,lim sup /2n log log n

On salt que L(1) est de mesure 1 au sens de Lebesgue, ee qui est
un eas sp6eial de la loi du logarithme it6r (A. Ja. HinSin [3]).

Consid6rons l’ensemble des , not6 par M(u0, a), dont la fr6quenee
r61ative de + 1, i.e.

lim le nombre de i=<n avee r(o)= 1

not6e par 0 est sup6rieure 1/2; la fr6quence r61ative de --1, not6e
par 1, est donc inf6rieure 1/2. Alors on voit facilement pour tout
non-n6gatif que

L() L(c) M(o, )
pour tout ,0> 1/2 (,0 + a 1).

D’aprs le r6sultat d’Eggleston [4], pour tout a non-n6gatif, nous
calculons



110 K. NAGASAKA [Vol. 54 (A),

dim/,(a)__> dim M(,0, ,)= sup dim M(,0, ,)= 1.
vO+l=l 0+1=1
0>1/2 0>1/2

Nous avons done
Theoreme 1. dim L(a)= 1, pour tout ( non-ngatif.
Corollaire. L’ensemble des o e tO qui ne satisfont pas de la loi du

logarithme itdrd est, bien que de mesure nulle au sens de Lebesgue, de
dimension de Hausdorff 1.

Nous allons maintenant calculer la dimension de Hausdorff de L(a),
en effectuant le thorme de Beyer [1]. Dfinissons la transformation T
de t9 dans 9=tx... X 9, de la faon suivante" T(m)=(, (o,.,..., )

k-lois

e f2 g oil w=,7= ,()/2*. Alors pour i 1, 2, k et ]=1, 2,
()

_
+,()

Theoreme (Beyer). Soit M un sous-ensemble de tO, alors
dim M (1 / k) dim TM,

o TM--{o, (o., ..., o) e 9, (o e M tel que To--((o, o,., ..., (o)}.
Nous allons par Th6orme 2 am61iorer Th6orme 1 en utilisant le

th6orme de Beyer.
Theoreme 2. Pour tout positif,

dim L(a)- 1.
D6monstration. D6finissons un ensemble E+ dans 9+ comme

E+=TL(1) X {}, o satisfait

lim S(@ /k+ la-- /k./2n log log n
Cet , done ncessairement E/, dpend de k et de a et l’existence de
cet est assure par Shiokawa et Uchiyama [10] (Thorme 3). D’aprs
le thorme de Beyer, dim E/--k. I1 est acile voir que

L(() T+E+.
En effectuant encore le thorme de Beyer,

1dim L(a) dim T+L(a)

1>_ dim E+-k+l

Etant k arbitrairement grand, nous avons, pour tout a positiL
dim L(a) 1. C. Q. F. D.. Maintenant la base de dveloppement r est un entier suprieur

1. Dfinissons une onction
N(o;A)= 1

l_i_n
(o) =ii,+ i() =i,..-, +-l((e) =i

pour A=(i, i, ., i) e R. Un lment e t9 est appel simplement
normal t la base r si, pour tout A=] e R,
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Nn((o ])/n-l/r.
L’ensemble des o simplement normaux est not par S(r). On appelle
w e 9 normal la base r si, pour tout entier positif k, et pour tout

Nn((o )/n-l/r.
L’ensemble des. o normaux la base rest not pr B(r), ce qu’on ap-
pelle l’ensemble normal la base r. I1 est bien connu que goS(r)
=z0B(r)=l d’aprs la loi des grands nombres. I1 est donc en question
de mesurer l’paisseur des ensembles 9-S(r) et S(r)- B(r). L’auteur
a repondu cette question en dmontrant dim (9-S(r))=dim (S(r)
--B(r))=l dans [5] grace un rsultat de Billingsley [2]. Nous re-
marquons ici que mon rsultat au-dessus peut tre montr d’aprs le
thorme de Beyer.

Nous allons nous intresser la relation entre deux ensembles
normaux B(r) et B(s). Ces deux ensembles sont identiques si et seule-
ment si log r/logs est un nombre rationnel (notons cette relation
rs) par W. M. Schmidt [9]. Supposons que rs, alors Zo(B(r)--B(s))
=0. W.M. Schmidt a demontr aussi que B(r)--B(s) si rs. Nous
dmontrerons, en effectuant le thorme de Beyer, un rsultat plus
fort"

Theoreme . dim (B(r) B(s)) 1 sir s.
Corollaire. L’ensemble des normaux la base r mais qui ne

sont pas absolument normaux, est de dimension 1 pour tout r2.
Tout les glgments de B== B(s) sont appellgs absolument normaux.

Lemme. Etant donng y e B(r), le vecteur (x, y) e est normal
la base r pour presque tout x e .

Demonstration du lemme. Supposons que x et y sont dvelopps

r-adiquement et pour =t =[’ ’"" "’ eRR, une 2onction,, ]
N((x, y); ) se dfinit comme suit"

Nn((X,y); d)= 1.
ljn

j(y)=iu,y+l(y) i,.. ,+ (y)=i$9

I1 aut d6montrer que, pour presque tout x e 9, pour p arbitraire, et
pour chaque A,,

N((x, y); A)/nl/r.
Consid6rons une onction caractrisque X(.) de l’vnement {e(x)
=i,,, e+,(x)=il, ..., +_,(x)=i,}, alors N((x, y) A)= X(x), off S

jes
ljn

est l’ensemble des ] tel que e(y)=i,, +,(y)=i,..., +_(y)=i,. En
prenant l’esp6rance de N((x, y); ),

EN((. y) )= EX_ 1 l: rl (n+o(n))
ljn ljn
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D’aprs la loi des grands nombres, pour presque tout x e tO, on a
N((x, y); zO/n--l/ru. C.Q.F.D.

Si l’on remplace cet x e 9 par (x, x, ..., x_) e 9-, ce lemme est
encore vrai, alors l’ensemble P_ des vecteurs (x, x, ..., x_) tel que
(x,x....,x_, y) r-normal, est de mesure pleine; Prenons y e B(r)
--B(s), et posons

a-=P_ f [T_(B(r) f)B(s))] X {y}9
En effectuant le thorme de Beyer, dim T;G=(k--1)/k et T;G
B(r) du lemme. De la proprit de y eB(r)--B(s), il n’est pas
tellement difficile g montrer que

T;GB(r)--B(s).
Cette relation est valable pour tout k, on obtient

dim (B(r)--B(s))>=dim [.) T;G=sup dim T;G=I.
k=2 /

C.Q.F.D.
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